5. BAZA A DIMENZIA

V tejto kapitole sa oboznamime s pojmom bdzy vektorového priestoru, o nam v nie-
ktorych vektorovych priestoroch umozni zaviest siradnice. Dalej budeme definovat
dimenziu vektorového priestoru a odvodime si niektoré jej zdkladné vlastnosti. V na-
sledujucej kapitole si potom okrem iného dokazeme, 7e dimenzia je zakladny Struk-
turny invariant tzv. konecnorozmernych vektorovych priestorov.

I v tejto kapitole V' oznacuje nejaky vektorovy priestor nad pevnym polom K.

5.1. Steinitzova veta a koneénorozmerné priestory

Zactneme jednym technickym vysledkom kltc¢ového vyznamu.

5.1.1. Steinitzova veta. Nech uy,...,u,,vq,...,v, € V. Ak vektory uq,...,u,
st linedrne nezavislé a vSetky patria do linedrneho obalu vy, ..., v,], tak n < m.

Dokaz. Kedze u;j € [v1,...,vy] pre kazdé j < n, existuji ¢; = (c1j,...,Cm;)T € K™
také, ze
Uj =101+ ...+ CpjUm = (V1,..., V) - Cj.

Inak povedané

(U1,...,Uy) = (V1,...,05) - C,
kde C = (¢;ij)mxn je matica so stlpcami ¢y, ..., cn.

Predpokladajme, ze m < n. Potom podla tvrdenia 3.3.6 ma homogénna sustava
C - x = 0 aspoi jedno riefenie £ = (x1,...,7,)T # 0. Jednoduchym vypoctom
dostavame

T1UL + .o+ Ty = (Ug, ..., Uy) - T
= (V1,...,Up) - C-x=(v1,...,0,) 0=0,
¢o je v spore 8 linedarnou nezavislostou vektorov wq, ..., U,,.

5.1.2 Tvrdenie. Pre [ubovolny vektorovy priestor V nasledujice podmienky st ekvi-
valentné:

(i) existuje konecnid mnozina X C 'V takd, ze [X]|=V;

(ii) kazda linearne nezavisla mnozina'Y C 'V je konecna.

Dokaz. (i) = (ii): Nech X C V je kone¢nd mnozina, ktord generuje V. Podla Steini-
tzovej vety pre Tubovolné linearne nezavislé vektory uq,...,u, plati n < # X, teda
kazda linedrne nezavisld mnozina Y C V je konecna.

(ii) = (i): Budeme dokazovaf logicky ekivalentni implikdciu — (i) = — (ii).

Predpokladajme, ze ziadna kone¢nd podmnozina priestoru V negeneruje V. Potom
vo V mozeme zostrojit postupnost vektorov (y,, )52, takd, ze yo # 0 a pre kazdé n > 0
plati y, € [yo, ..., Yn_1]. Podla tvrdenia 4.4.1 je kazdy pociatoény tsek (yo,. .., Yn)
tejto postupnosti linedrne nezavisly, takze cela postupnost je linedrne nezavisla podla
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tvrdenia 4.6.1. Teda vo V' existuje nekonecna linedrne nezavisld mnozina (napr. ¥ =

{yn; n €N}).

Hovorime, Ze vektorovy priestor V je konecnorozmerny, ak splia niektort (teda
nevyhnutne obe) z ekvivalentnych podmienok (i), (ii) prave dokazaného tvrdenia.
V opac¢nom pripade hovorime, ze V' je nekonecnorozmerny vektorovy priestor.

5.2. Baza a dimenzia koneénorozmerného priestoru

Nech V' je konecnorozmerny vektorovy priestor. Bazou priestoru V nazyvame kazdu

linedrne nezavisla usporiadna n-ticu (uy,...,u,) vektorov z V, ktord generuje cely

priestor V. Strucne tiez hovorime, ze vektory wq, ..., u, tvoria bazu priestoru V.
Nasledujtce tvrdenie je priamym dosledkom vety 4.4.4.

5.2.1. Tvrdenie. Nech V je kone¢norozmerny vektorovy priestor. Potom

(a) Iubovolnil linedrne nezavisli usporiadani k-ticu (uy, ..., uy) vektorov z V moz-
no doplnit do nejakej bazy (uy,...,ug,...,u,) priestoru V;

(b) z lubovolnej generujicej usporiadanej m-tice (vy,...,v,,) vektorov z V. mozno
vybrat nejakia bazu (v;,,...,v;, ) priestoru V.

5.2.2. Veta. Nech V je konec¢norozmerny vektorovy priestor. Potom
(a) V ma aspoii jednu bazu;
(b) Iubovolné dve bazy priestoru V maji rovnaky pocet prvkov.

Dokaz. (a) je bezprostrednym dosledkom predchadzajiceho tvrdenia, ktoré ndm do-
konca déva dva varianty dokazu: jeden doplnenim prazdnej mnoZiny (ktora je linedrne
nezavisla) na bazu vo V, druhy vyberom bazy z nejakej generujicej mnoziny vo V.

(b) je zasa bezprostrednym dosledkom Steinitzovej vety. Ak st totiz (uq,...,uy),
(v1,...,vy) dve bazy vo V, tak, kedze (uq, ..., u,) je linedrne nezévisla a (v, ..., vy,)
generuje cely priestor V', musi platit n < m. Nakolko v8ak i (vy,...,v,,) je linedrne
nezavisla a (uq,...,u,) generuje celé V', plati tiez m < n. Teda m = n.

Prave dokazana veta nam umoznuje korektne definovat dimenziu alebo tiez rozmer
konecnorozmerného vektorového priestoru V' ako pocet prvkov jeho Tubovolnej bazy.
Dimenziu vektorového priestoru V' znac¢ime dimV. Ak dimV = n, hovorime, ze V'
je m-rozmerny vektorovy priestor. Ak V' je nekone¢norozmerny priestor, kladieme
dimV = oo. V pripade, Ze bude potrebné zdoraznit tlohu pola K, budeme pouZivat
podrobnejsie oznacenie dimg V.

Teda V je konecnorozmerny prave vtedy, ked dim V' < oo.

Dokaz nasledujiceho tvrdenia prenechavame ako cvic¢enie Citatelovi.

5.2.3. Tvrdenie. Nech dimV = n, vq,...,v,, € V. Potom Iubovolné dve z nasle-
dujicich podmienok implikuja tretiu:
(i) vektory vy,..., v, su linedrne nezavislé;

(ii) [v1,...,0m] =V;
(iii) m = n.
To okrem iného znamend, Ze na overenie, ¢i n vektorov vq,...,v, tvori bazu n-

rozmerného vektorového priestoru V', staci overit len jednu (a to Iubovolni) z pod-
mienok (i), (ii).
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5.3. Stradnice vektora vzhl'adom na danu bazu
Nasledujtca veta je Specidlnym pripadom vety 4.4.2.

5.3.1. Veta. Vektory uq,...,u, tvoria bazu vektorového priestoru V prave vtedy,
ked kazdy vektor x € V mozno jednoznacne vyjadrit v tvare linedrnej kombindcie
T=cCciuy+...+cpun,.

Uvedomme si, ze existencia aspon jedného vyjadrenia € = ciui + ... + c,u, je
ekvivalentna s podmienkou, ze vektory wq, ..., u, generuju V. Jednoznacnost tohto
vyjadrenia je zasa ekvivalentna s linedrnou nezavislostou vektorov wy, ..., u,,.

Teda a = (uy, ..., uy,) je bizou V vtedy a len vtedy, ked pre kazdé & € V existuje
prave jedno ¢ = (cy,...,c,)T € K™ také, 7e

r=ciu;+...+cpu, =«-cC.

Tento jednoznacne urceny stlpcovy vektor ¢ € K™ budeme nazyvat siradnice vektora
x vzhladom na bdzu o a oznacovat

c=(T)q-

Teda kazda baza a v n-rozmernom vektorovom priestore V' definuje siradnicové zob-
razenie & — (€)q z V do stlpcového vektorového priestoru K.
Jednoduchy dokaz nasledujiceho tvrdenia prenechdvame ako cvic¢enie Citatelovi.

5.3.2. Tvrdenie. Nech a = (uq,...,u,) je baza konecnorozmerného vektorového
priestoru V. Potom prislusné siuradnicové zobrazenie V. — K™ je bijektivne a za-
chovava linearne kombinacie, t.j. pre lubovolné a,b € K, x,y € V plati

(ax + bY)a = a(®) o + 0(Y) -

K nemu inverzné zobrazenie K™ — V je dané predpisom ¢ — « - c.

V oznaceni posledného tvrdenia teda pre Tubovolné x € V', ¢ € K™ plati
rT=a" (), (a-¢c)a =c.

Prva rovnost ukazuje, ako mozno vektor @ zrekonstruovat z danej bazy « a jeho sturad-
nic (¢)q v tejto baze; druhd zachytava zrejmy fakt, ze stiradnice linedrnej kombinacie
S ciu; v baze uy,. .., u, tvorf vektor (c1,...,c,)7T.

Préave zavedené stradnice by sme mohli podrobnejsie nazvat stlpcovimi sdradni-
cami vzhladom na dani bazu. Podobnym spésobom mozZno zaviest i riadkové siurad-
nice a dokdzaf pre ne analogické tvrdenia ako pre stipcové. V takom pripade je samo-
zrejme vhodnejSie zapisovat prislusni bazu ako stipcovy vektor a = (w1, ..., u,)T a
v pripade riadkového priestoru V' = K™ ju stotoznit s maticou s riadkami w1y, ..., U,,.
Podrobnosti prenechivame na doplnenie ¢itatelovi.

5.3.3. Priklad. Oznac¢me e§”) = s;(I,) € K" stlpcovy vektor pozostavajici zo
samych nil, okrem i-tej zlozky, ktord je 1. Potom (™ = (eﬁ”), . ..,e%n)) je baza

stipcového vektorového priestoru K™. Nazyvame ju kanonickou bdzou tohto priestoru.
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Tato bazu moZzno zrejmym sposobom stotoZnit s jednotkovou maticou I,,. Pokial
nebude hrozit nedorozumenie, budeme horny index (n) vynechavat a prislusnia bézu
oznacovat strucne € = (ey,...,e,). Pre lubovolny vektor = = (z1,...,2,)T € K"
plati

r=z1€;+...+zx€,,

preto (x)e = x, t.j. kazdy vektor & € K™ splyva so svojimi vlastnymi stradnicami
v kanonickej baze.

Kanonickd bdza riadkového vektorového priestoru K™ je tvorena riadkami jed-
notkovej matice I, a znaéime ju rovnako ako v predchidzajicom pripade (™ =
(e&”), e, e%n))T alebo strucne € = (e1,...,e,)7T, len s tym rozdielom, 7e ™ = ¢ je
teraz stlpec vektorov a kazdé e; je riadok pozostavajici zo samych nil, okrem i-teho
mesta, ktoré je 1.

V predoslom priklade je, okrem iného, zahrnuty aj dokaz nasledujiceho ocaka-
vaného vysledku.

5.3.4. Veta. Pre lubovolné n € N plati dim K™ = n.
5.3.5. Priklad. Stlpce matice

— =
O = o= =
O O = =
OO O =

tvoria bazu a (stipcového) vektorového priestoru K* (presvedéte sa o tom s vyuZzitim
tvrdenia 5.2.3 a vety 5.3.4). Stradnice vektora & = (x1, 2,3, 24)7 € K™ v baze «
s dané vztahom

() = (T4, T3 — T4, T2 — T3, 71 — T) T

Plati totiz

T 1 1 1 1

T 1 1 1 0

l; = T4 1 + (.’173 — .I'4) 1 + (.’172 — .I'g) 0 + (.’171 — .I'z) 0

T4 1 0 0 0
Overte.

5.3.6. Priklad. Ozna¢me €™ = (1,z,...,2") usporiadani (n + 1)-ticu prvych
n + 1 mocnin premennej z. Lahko nahliadneme, 7e €™ je baza vektorového priestoru
K (”)[:U] vSetkych polynémov stupna < n v premennej x nad polom K. Stradnice
polynému f(z) =i, a;x" v tejto baze tvori vektor

(f)em = (a0, a1, .. San) T € KM

Teda dim K (™[] = n+ 1. Na druhej strane vektorovy priestor K[z] vietkych polynd-
mov v premennej x nad polom K zrejme nie je kone¢norozmerny, teda dim K [z] = oc.
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5.3.7. Priklad. Nech m,n € N. Pre Tubovolné 1 < k < m, 1 <[ < n ozna¢me
E,(Jlnn) = Ej; = (6ik6ji)mxn maticu typu m x n nad polom K, pozostivajicu zo
samych nil, okrem miesta (k,[), na ktorom je 1. Zrejme kazdi maticu A = (ag;) €
K™>*™ mozno jednoznacCne vyjadrit v tvare

A= anEy,

k=11=1

z ¢oho vyplyva, ze matice E,(;ln’n), 1 <k <m,1 <[ <n, tvoria bazu vektorového
priestoru K™*™ vSetkych matic typu m x n nad polom K. Jej Specidlnym pri-
padom je kanonicka baza (™) v priestore K™. Dostavame tak dalsi o¢akévany vzfah:
dim K™*"™ = mn.

5.3.8. Priklad. Pole C vSetkych komplexnych ¢isel je rozsirenim pola R vSetkych
realnych ¢isel. Teda C mozno povazovat za vektorovy priestor nad polom R (pozri
priklad 1.6.1). Kazdé komplexné ¢islo z mozno jednozna¢ne vyjadrit v tvare

z=a+ bi=al + bi,

kde a = Re z, b = Im 2z st realne ¢isla, nazyvané redlna resp. tmagindrna cast kom-

plexného &isla z, a i je imagindrna jednotka. To znamend, ze komplexné ¢isla (t.].

vektory) 1, i tvoria bazu vektorového priestoru C nad polom R. Stradnicové zobraze-
. 2 7 z . z ¥

nie vzhladom na tito bazu je dané vztahom

(=) = (ﬁﬁi) N (Zé((zztzz)»

kde z = a — bi je ¢islo komplexne zdruZené k ¢islu z = a + bi. Teda dimg C = 2. Na
druhej strane kazdé pole K, uvazované ako vektorovy priestor nad sebou samym ma
dimenziu 1, t.j. dimg K = 1. Specidlne dimg R = 1 aj dim¢ C = 1.

5.4. Dimenzia stuc¢tu a stéinu vektorovych priestorov

V tomto paragrafe preskimame niektoré zakladné vlastnosti dimenzie, uvazovanej
ako zobrazenie definované na vSetkych vektorovych priestoroch nad pevnym polom
K.

Na zaciatok si uvedomme, Ze [ubovolny linedrny podpriestor S vektorového priesto-
ru V je i sdém vektorovym priestorom nad tym istym polom, teda pojmy ako baza pod-
priestoru S a dimenzia podpriestoru S maja dobre definovany vyznam. Zrejme kazdy
podpriestor konec¢norozmerného vektorového priestoru je i shm kone¢norozmerny.

5.4.1. Veta. Nech S, T C V sii konec¢norozmerné linearne podpriestory vektorového
priestoru V. Potom

dim(S+7T) =dim S + dim7T — dim(SNT).

Dokaz. Ozna¢me dimS = m, dimT = n, dim(SNT) = k. Nech uy,...,u; je baza
podpriestoru S NT. Doplhme tato bazu do bazy wq,...,uk, v1,...,V,ym_ podprie-
storu S, a taktiez do bazy uq,...,ug, wq,...,w,_ podpriestoru T. Dokazeme, zZe
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vektory @y, ..., Uk, V1, ..., Vm_k, W1,...,Wn_k tvoria bazu podpriestoru S+ 7. Tym
budeme hotovi, lebo potom naozaj plati
dm(S+T)=k+(m—k)+(n—k)=m+n—k
=dim S +dim7 — dim(SN7T).

KedZe vektory wy,..., ug, U1, ..., Up_g, W1, ..., W,_} zrejme generuju podpriestor
S + T (premyslite si detaily), zostava dokazaf, Ze su tiez linedrne nezéavislé. Nech
G1yevey Ok b1y b k,C1,. .., Ccn_i st skalary také, ze

a1y + ...+ apup +b1v1 + .. by kU +C1W1L + ...+ Cp— g We—i = 0.
Potom
a1y + ...t apup +b1v1 + .. bV = —(clwl +...+ cn_kwm_k),

pricom vektor na lavej strane patri do S a vektor na pravej do T. Tato spolo¢nu

hodnotu z € S N'T mozno vyjadrit ako linedrnu kombinéciu len vektorov wq, ..., ug.
7 jednoznacnosti vyjadrenia z v baze wq,...,ug, v1,...,V,_g podpriestoru S tak
dostavame by = ... = b,,_r = 0. Preto

a1u1 + ...+ arup +ciwi + ... Cp_pWn_p = 0.

Z linearnej nezavislosti bazy uq, ..., ug, wq,...,w,_ podpriestoru T" potom vyplyva
a1=...=a,=0,c1=...=cp_=0. Teda uy,...,up,V1,...,Vm_k, W1,..., Wn_g
st linearne nezavislé vektory.

5.4.2. Désledok. Nech S, T su linearne podpriestory vektorového priestoru V. Po-
tom SNT = {0}, t.j. sucet S+ T je direktny, prave vtedy, ked

dim(S+7T) =dim S + dimT.

Prave dokézané vztahy pre dimenzie kone¢norozmernych podpriestorov nejakého
vektorového priestoru napadne pripominaji vztah

#H#XUY)=#X+#Y —#(XNY)

pre pocty prvkov kone¢nych mnozin z paragrafu 0.2, ktory sa v pripade disjunktnych
mnozin redukuje na rovnost

#(XUY)=#X+#Y.

To znamend, Ze kone¢norozmerné vektorové priestory (hoci v typickom pripade prie-
storov nenulovej dimenzie nad nekoneénym polom ide o nekoneéné mnoziny) sa spra-
vaju do znacnej miery podobne ako konec¢né mnoziny. Dimenzia dim V' konec¢noroz-
merného priestoru V' je tak akousi mierou jeho ,velkosti“, podobne ako pocet prvkov
# X je mierou velkosti kone¢nej mnoziny X . Direktny (priamy) stcet linedrnych pod-
priestorov je tak analégiou zjednotenia disjunktnych mnozin.

Na rozdiel od multiplikativneho charakteru poctu prvkov kartezianskeho sicinu
kone¢nych mnozin, ktory je dany formulou

#(X XY)=#X #Y,

sa vSak dimenzia priameho su¢inu kone¢norozmernych vektorovych priestorov (pozri
priklad 1.6.4) sprava aditivne, t.]j. do zna¢nej miery podobne ako logaritmus.
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5.4.3. Tvrdenie. Nech V, W st konec¢norozmerné vektorové priestory nad polom
K. Potom pre dimenziu ich priameho stcinu plati

dim(V x W) =dimV + dim W.

Dokaz. Nech vy,...,v,, je baza priestoru V a wy,...,w, je baza priestoru W. Staci
overit, ze vektory (v1,0), ..., (vm,0), (0,w;),..., (0, w,) tvoria bazu priameho st¢inu
V x W. Podrobnosti prenechavame ¢itatelovi.

V désledku toho pre kone¢norozmerné priestory Vi,..., Vi nad polom K plati
dim(Vy x ... x Vi) =dimV; + ... + dim V,
a pre k-tu priamu mocninu V* priestoru V méme
dim V¥ = kdim V.

Pozndamka. Ak obvyklym spdsobom rozsirime aritmetiku prirodzenych c¢isel aj na
symbol oo, t.j. polozZime n4+o0co =o00c+n=o00+oc0c=ocopren €N, 0-co=00-0=0
amn-oo0=00-n=o00-00=o00 pren > 0, lahko nahliadneme, Ze vztahy dokizané
v tomto paragrafe zostavaju v platnosti aj pre nekonecnorozmerné priestory.

5.5. Usporiadané a neusporiadané bazy

Ak (u1,...,uy) je baza vektorovévo priestoru V, tak (wq(1),.-.,Us(n)) je tiez baza
V pre Tubovolnti premuticiou o mnoziny {1,...,n}. Inak povedané, vlastnost , byt
bazou vektorového priestoru“ nezavisi od poradia vektorov v baze — nie je to ani tak
vlastnost prislusnej usporiadanej n-tice (uq, ..., u,) ako skor mnoziny {wuq,...,u,}.
Na druhej strane je rozumné povazovat bazy (w1, ..., un) a (Ug(1), - - -, Ugm)), kde o je
neidentickd permutacia, za rozne. Prislachaji im totiz rézne stradnicové zobrazenia.
Napr. € = (e1, e, e3), n = (es, e3, €1) st bazy stipcového priestoru K3, ligiace sa len
poradim svojich vektorov. Pre stiradnice fubovolného vektora & = (1,72, v3)T € K3
v tychto bazach vsak plati:

I T2
(CIZ)&- = ) s (Cli)n = I3
T3 Z1

Teda (x)e # ()5, okrem pripadu, ked z1 = 29 = 3.

Doteraz Studované bazy by sme vlastne mali presnejSie nazyvat konecnymi uspo-
riadanymi bdzami. To naznacuje moznosti uvazovat jednak o nekonec¢nych, jednak
o ,neusporiadanych“ bazach. KedZe v centre nasho zadujmu nadalej zostavaji iba ko-
nec¢norozmerné priestory, oboch tychto otazok sa len letmo dotkneme.

Hovorime, Ze nekoneéna postupnost (uy)p2, = (uo,u1,us2,...,Ug,...) je bdza,
presnejsie usporiadand bdza vektorového priestoru V', ak je linedrne nezavisla a gene-
ruje cely priestor V.

Treba zdoéraznit, Ze podmienka generovania priestoru V hovori, Ze kazdy vektor
x € V mozno vyjadrit ako koneéni linedrnu kombinaciu & = Y, _, cxug, kde n € N
a cg,...,cp, € K, prvkov prislusnej bazy. ,Nekonecné linedrne kombindacie“ tvaru
ZZOZO crur sme zatial nedefinovali a len samotnd algebraicka Struktira vektorého
priestoru nam to vo vSeobecnosti ani neumoznuje.

Nasledujtce tvrdenie, ktorého dokaz neuvadzame, je obdobou tvrdenia 5.3.1.
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5.5.1. Tvrdenie. Postupnost vektorov (ug)s, je bazou vektorového priestoru V
prave vtedy, ked kazdy vektor @ € V mozno jednoznacne az na nulové cleny vyjadrit
v tvare linearnej kombinacie

T =cCoUg+cCi1Uur + ...+ Chup,

kden € N acg,cq,...,cp, € K.

Uvedomme si podstatnost vsuvky ,az na nulové ¢leny“. Vzhladom na premennt
hodnotu n dlzky prislusnej linearnej kombinacie mozno napr. vektor uwg — uy € V
pisat aj v tvare ug — w1 + Ous + Ous a pod.

Na druhej strane, pri danej baze a = (ug)52, priestoru V kazdy vektor x € V
jednozna¢ne urcuje postupnost skaldrov (cx)5, € K N takd, 7e ¢ = 0 pre vietky k
aZ na konecny pocet, t.j. (cx)3, € K™ (pozri priklad 4.1.3 (a)), a plati

00
r = E CrUL.
k=0

Vsimnite si, ze takéto linedrne kombinécie obsahuju len kone¢ne mnoho nenulovych
s¢itancov, takze s ich definiciou nie je Zziaden problém. Uvedend postupnost (cx)32,
potom nazyvame siradnicami vektora & vzhladom na bdzu o a oznacujeme ju ()q.
(Vzhladom na to, ze nemienime dalej rozvijat prislusnua teériu pre nekonec¢norozmerné
priestory, nema zmysel blizsie $pecifikovat, ¢ tym mienime ,riadkova® alebo ,stipcovia“}}
postupnost (cx)p.)

5.5.2. Priklad. Postupnost & = (2™)2%, = (1,z,22,...,2",...) vSetkych mocnin
premennej x je bazou priestoru K|[x| vSetkych polynémov v premennej z nad polom

K. (Presved¢te sa o tom.) Suradnicami polynému

n
f(CU):ao+a1$+...+anm":Zaiazi € Klz]
i=0

v tejto baze je postupnost

(f)g: (ao’a’h"'aanvoaoy--.) EK(N).

Podmnozinu X vektorového priestoru V nazyvame bdzou, presnejsie neusporiada-
nou bdzou priestoru V, ak X je linedrne nezavisla a [X] = V. Pouziva sa tiez nazov
Hamelova baza.

Aj v pripade Hamelovych baz plati obdoba tvrdeni 5.3.1 a 5.5.1, ¢o umoznuje
zaviest na priestore V s takouto bazou stradnicové zobrazenie V — K (X) (pripomi-
name, 7e KX) oznacuje vektorovy priestor vietkych zobrazeni f: X — K takych,
ze f(x) = 0 pre vietky & € X aZ na konec¢ny pocet — pozri priklad 4.1.3). Stdradni-
cami vektora v € V wvzhladom na bdzu X nazyvame jednoznacne urcéené zobrazenie

f e K& pre ktoré plati
v= Z f(x)x.
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(Vzhladom na koneény pocet nenulovych séitancov je uvedend linedrna kombinacia
dobre definovana.) I tieto stiradnice oznacujeme obvyklym sposobom (v)x = f.

Zostava otazka, ¢i aj kazdy nekonecnorozmerny vektorovy priestor ma bazu, po-
dobne ako kone¢norozmerné priestory resp. nekonec¢norozmerné priestory polynémov
K|[z]. Inak povedané, radi by sme vediet, ¢i vobec kazdy vektorovy priestor ma bazu.
Na zaklade zdkladnych axiém tedrie mnoZin nemozno na tito otdzku odpovedat.
A7 prijatie tzv. axiomy vyberu, postulujicej platnost istého principu platného pre
kone¢né mnoziny aj pre nekonecné mmnoziny, naim umozinuje dat na uvedent otazku
kladni odpoved. Teda za predpokladu axiémy vyberu mé kazdy vektorovy priestor
nad Iubovolnym polom Hamelovu bazu. Na druhej strane pre viésinu nekonecnoroz-
mernych priestorov nam toto tvrdenie zarucuje skutoc¢ne len existenciu takejto bazy
a ni¢ viac. Nedava ndm nijaki konkrétnu bazu ani ndvod ako ju zostrojit.

K prikladom vektorovych priestorov, v ktorych nevieme nijako rozumne popisat
Hamelovu bazu, hoci jej existenciu mame zarucent, patria priestory KX, kde X je
nekoneénd mnoZzina, priestor C{a,b) v8etkych spojitych funkcii z netrividlneho uza-
vretého interalu (a, b) do mnoZziny R, no taktiez polia R ¢ C uvazované ako vektorové
priestory nad polom Q. Nie je to vSak az taka chyba, lebo v mnohych nekonecnoroz-
mernych priestoroch studovanych vo funkcionalnej analyze st uzito¢nejSie iné typy
,baz*, umoznujuce vyjadrovat vektory z priestoru napr. v tvare istych ,nekonec¢nych
linedrnych kombindcii* Y > cp@, prvkov  bazy*.

*5.6. Fyzika v n-rozmernom priestore

Na zaver kapitoly si dovolime jedno odbocenie od hlavnej témy. Ked sa uZ tolko
bavime o dimenzii, mo6zeme spolu trochu porozmyslat, ako sa trojrozmernost ,,ndsho*
priestoru prejavuje v matematickej podobe niektorych fyzikalnych zakonov. Na za-
klade toho sa pokusime o extrapolaciu tychto zakonov za hranice trojrozmerného
priestoru. Inak povedané, podnikneme spolu metafyzikalny (nie metafyzicky) mys-
lienkovy experiment, v ktorom sa pokusime trochu po$pekulovat nad otazkou, ako by
asi mohla vyzerat ,fyzika v n-rozmernom priestore“. Samozrejme, nie je jasné, ¢i by
pre n # 3 v n-rozmernom priestore mohli existovat vobec nejaki ,fyzici“, t.j. ¢i by
ta ,fyziku“ mal kto pestovat. Touto otazkou sa vSak zaoberat nebudeme, hoci naSe
uvahy ndm aj na nu naznacia ist odpoved. Ale nebudeme predbiehat.

Ak sa len trochu hlbSie zamyslime nad charakterom priestoru, do ktorého sme
nevdojak vrhnuti, uvedomime si, %e je plny zahad. Je koneény (ohraniceny) alebo
nekonecny (neohraniceny)? Je diskrétny (pozostavajuci z akychsi najmensich, dalej uz
nedelitelnych ¢asti) alebo spojity (stvisly a donekoneéna delitelny)? KedZze sktisenost
nam na tieto otazky nedédva jednoznac¢ni odpoved, filozofi sa oddéavna pokusali zod-
povedat ich na zéklade $pekulativnych tvah. Aktualne nekonecno, ¢i uz smerom do
dialky (t.j. smerom k Coraz vicsim rozmerom) alebo smerom do hibky (t.j. smerom
k ¢oraz mens$im rozmerom) sa vSak vymyka nasim predstavam. Rovnako problematic-
ka je vSak predstava ohrani¢eného priestoru ako i predstava akejsi najmensej, dalej uz
nedelitelnej priestorovej oblasti. Priestor si totiz nepredstavujeme ako stcno, t.j. ako
,hieco®, ale ako prazdnu formu, naplnena sticnami. Za hranicou, ohranicujicou ,,cely
priestor, by uz nemohlo byt absoltitne nié, ¢o si vSak nedokaZzeme predstavit inak, ako
prazdny priestor. Podobne, akdkolvek malé priestorova oblast, je aspon mySlienkovo
(hoc nie nutne fyzikilne) dalej delitelnd na mensie ¢asti.
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Modernd fyzika sa s podobnymi otdzkami nevysporaduva nijakou definitivnou
odpovedou. Namiesto toho konstruuje rozne matematické modely a na ich zdklade
ziskava predpovede, ktoré mozno porovnat s vysledkami experimentov. Tym sa tieto
modely Ciasto¢ne potvrdzuju alebo falzifikuji. Navyse hypotéza zakriveného priestoru
oddeluje otdzky (ne)konecnosti a (ne)ohranicenosti. Zakriveny priestor moze byt (sam
v sebe) neohrani¢eny a pritom mat konecny objem. Ale tak, ako zakrivend gulova
plocha poukazuje na existenciu trojrozmerného (nezakriveného) priestoru, zakriveny
konecne velky trojrozmerny priestor vyvolava otazku existencie nejakého viacrozmer-
ného, neohraniceného a nezakriveného priestoru.

My sa vSak na tomto mieste nemienime zaoberat otézkou kone¢nosti ¢i nekonec¢no-
sti priestoru, ¢i uz smerom k coraz viac¢sim alebo ¢oraz mensim vzdialenostiam. Svoju
pozornost upriamime na omnoho tvrdsiu hranicu priestoru, ktora predstavuje jeho
trojrozmernost. Na tuto hranicu narazime, ked sa pokisime uskuto¢nit Styri rozne,
navzajom kolmé tsecky, vychadzajice z jedného bodu. Priestor ndm také nieco nedo-
voli. Pritom existencia takychto tiseciek nevedie nevyhnutne k sporu, ich uskutocneniu
nebrania nijaké logické zdkony, ale len a len priestor. Aby sme si uvedomili rozdiel
medzi priestorovou nepredstavitelnostou a logickou nemoznostou, pokisme sa vmys-
liet do postavenia akychsi plochych bytosti, obyvajacich dvojrozmerny priestor, t.j.
rovinu. V rovine mozno uskutoc¢nit len dve rozne navzajom kolmé tsecky vychadza-
juce z daného bodu. Nasi ,dvojrozmerni [udkovia® by si zrejme nevedeli predstavit
tri takéto uisecky, ¢o pre nas nepredstavuje nijaky problém. Podobne nejaké bytosti,
obyvajice n-rozmerny priestor, kde n > 3, by si asi vedeli predstavit n navziajom
kolmych tseciek. Teda ich existencia je logicky moznd.

Vratme sa v8ak k povodnej otazke: ako sa prejavuje trojrozmernost nasho priestoru
v matematickej podobe niektorych fyzikalnych zdkonov a aku ,fyziku“ by asi objavili
»fyzici“ v n-rozmernom priestore.

Samozrejme, nebudeme sa zaoberat uvedenymi otdzkami v celej ich Sirke, len sa
pokusime ilustrovat naznacent problematiku na priklade Newtonovho gravita¢ného
zékona. Uplne analogicky by sme mohli postupovat i v pripade Coulombovho zikona
pre elektrostaticku silu.

Podla Newtonovho gravitacného zakona centralne symetrické teleso o hmotnosti
M vytvara okolo seba centralne symetrické gravitacné pole, ktoré na hmotny bod
o hmotnosti m vo vzdialenosti r» od stredu telesa posobi silou

mM

F =
r2

’

kde s je gravita¢nd konstanta, ktorej hodnotu mozno stanovit experimentilne. Gra-
vita¢na hmotnost je priamo definovana ako miera gravitacného ucinku telesa, ¢o vy-
jadruje priama tmernost uvedenej sily hmotnostiam oboch telies. Z centralnej symet-
rie gravita¢ného pola, ktora je dosledkom izotropie (homogenity) priestoru, vyplyva,
7ze uvedend sila zavisi len od vzajomnej vzdialenosti oboch telies a nie od dalSich
parametrov ich vzajomnej polohy, napr. od smeru. Navyse je rozumné predpokladat,
ze gravitacnd sila bude slabnit so vzdialenostou r. Na prvy pohlad vSak nie je jasné,
preco by mala slabnat akurdt nepriamo tmerne jej druhej mocnine. UkaZeme si, Ze
prave to je dosledkom trojrozmernosti priestoru. Rovnako opravnene vSak mozno
tvrdit, Ze trojrozmernost priestoru je dosledkom prislusnej podoby v fiom platného
gravitacného zakona.
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Gravitacné pole si znazornhujeme geometricky pomocou kriviek nazyvanych silo-
¢iary. Tie maju v pripade centrilne symetrického pola v izotropnom priestore tvar
polpriamok vychadzajtcich zo stredu zdroja. Velkost pritazlivej sily posobiacej na
hmotny bod je (okrem jeho hmotnosti) priamo imernd hustote tychto silo¢iar v danom
mieste. KedZe na povrchu gulovej plochy s polomerom r, opisanej okolo stredu pri-
tazlivosti je hustota silociar vSade rovnaka, tato hustota klesd so vzdialenostou r
nepriamo tmerne ploSnému obsahu povrchu danej gulovej plochy. Tento obsah ma
hodnotu 4772. To znamen4, 7e velkost pritazlivej sily F' je nepriamo tmerna druhej
mocnine vzdialenosti r.

Pod (n — 1)-rozmernou sférou rozumieme povrch n-rozmernej gulovej plochy v n-
rozmernom priestore. Ak si jej stred zvolime za pociatok siuradnej sustavy, tak (n—1)-
rozmernu sféru s polomerom r mozno stotoznit s mnozinou

SV () ={(z1,...,2n) € RY; 22 + ... + 22 =72}
Velkost (n — 1)-rozmerného povrchu sféry S™=1(r) je priamo timerna mocnine 7~
Rovnakou tvahou ako v predchadzajicom odstavci tak mozno odvodit nasledujuci
tvar Newtonovho gravitacného zdkona v m-rozmernom priestore:

mM

Tn—l’

F =,

kde sz, je gravitacna konStanta, M je hmotnost centralne symetrického telesa vytvara-
juceho prislusné gravitacné pole, m je hmotnost hmotného bodu a r jeho vzdialenost
od stredu pritazlivosti. Specialne si uvedomme, Ze v jednorozmernom priestore, t.j. na
priamke, gravita¢na sila nezavisi na vzdialenosti (silo¢iary sa nemaju kam rozptylit,
ich hustota sa so vzdialenostou nemeni).

Praca, ktoru je potrebné vynalozit na premiestnenie hmotného bodu s hmotnostou
m zo vzdialenosti ry > 0 do vzdialenosti o > r; od stredu pritazlivosti, je dana
integralom

A:/ Fdr:%an/ ri=m dr.

Pre jednotlivé hodnoty n dostavame

A:%lmM(Tz—T'l), aknzl,
A:%ZlinT—z, ak n =2,
r1
M 1 1
A:%nm <n_2— n_2>, ak n > 3.
n—2\rj T2

Dalgou analyzou uvedenych vztahov (¢o uz nebudeme robit) mozno zistit, Ze pohyb
v jedno- a dvojrozmernom priestore, t.j. na priamke a v rovine, by bol nesmierne
energeticky naro¢ny. Vymanit sa z gravitacného pola daného telesa (ro — 00) by si
vyziadalo nekonec¢ne velkl energiu. NavySe v rovine je v takomto poli mozny len po-
hyb po kruhovych uzavretych orbitach, alebo po neuzavretych orbitach (tvaru ruzice),
pricom oba typy su stabilné. Uzavreta draha prechddzajica v roznych vzdialenostiach
od stredu pritazlivosti nie je mozna. (Pripadom n = 1 sa ani nemusime zaoberat,
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lebo na priamke jednoducho ,nie je dost miesta® na pohyb bodu po uzavretej orbite
,0kolo“ iného bodu — zrazka by bola nevyhnutna.) Gravitacné pésobenie v n-rozmer-
nom priestore je pre n > 4 zasa daleko od zdroja také slabé a blizko zdroja také silné,
ze iné uzavreté orbity ako kruhové nie st mozné, a i tie st nestabilné. Aj ta najmensia
odchylka od kruhovej drédhy (zapri¢inena napr. posobenim dalsich planét) by sposo-
bila zmenu kruhovej drahy na $pirdlovi (napr. inik Zeme od Slnka alebo pad naf).
Nestabilita pre n = 4 ma Specidlny charakter: za velmi idealizovanych predpokladov
si mozno predstavit prechod z jednej kruhovej orbity na ini v dosledku dvoch presne
zladenych ,drgnuti“ v opa¢nych smeroch (po ktorych sa zachova energia a moment
hybnosti). No kazdopadne, stabilné kruhové orbity sit mo7né len v dimenzidch 2 a 3
a stabilné eliptické orbity len v dimenzii 3.

K podobnym efektom by dochadzalo pésobenim elektrostatickej sily, pod vplyvom
ktorej sa elektrony pohybuja okolo jadra atému. Dvojrozmerny atém by bol na-
tolko stabilny, Ze by sa vobec nemohol ionizovat, teda v dvojrozmernom priestore
by vobec nemohlo dochédzat ku vzniku chemickych zlicenin. Vo viac nez trojrozmer-
nom priestore by zas nemohli existovat stabilné atémy — pri najmensej odchylke by
elektrén po Spirdlovej drahe z atému unikol alebo spadol na jadro. Jemnejsia analyza
kvantovomechanickych javov ukazuje, 7ze pre n > 5 — aj bez poOsobenia vyvolava-
juceho mala odchylku — by elektrény v obale atému samovolne prechadzali na ¢oraz
vzdialenejsie orbity, teda atém vo viac nez stvorrozmernom priestore by sa spontanne
ionizoval. Pripad n = 4 je opét singularny: moment hybnosti obiehajiceho elektréonu
by mohol nadobudat len jedini pevne stanovenii hodnotu.

Pokial teda uzname opravnenost vykonanej extrapolacie fyzikalnych zakonov troj-
rozmerného sveta aj na svety inych rozmerov (¢o je zrejme najproblematickejSie miesto
naSich ivah), dochddzame k zaveru, Ze tak stabilné systémy planét obiehajicich okolo
centralnych hviezd ako aj stabilné a jednako zlucovania schopné atémy pozostavajice
z jadra a elektrénového obalu st mozné len v trojrozmernom priestore.



