9. AFINNE PODPRIESTORY A SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC

V tejto kapitole sa cez prizmu toho, ¢o sme sa dosial naucili, opit pozrieme na si-
stavy linedrnych rovnic. Uvidime, Ze mnozina rieSeni kazdej takej sustavy tvori afinny
(v homogénnom pripade dokonca linearny) podpriestor niektorého stipcového vek-
torového priestoru K™. Taktiez naopak, ukazeme, ze kazdy afinny podpriestor v K"
mozno popisat ako podpriestor rieSeni vhodnej ststavy linedrnych rovnic. Na vy-
jadrenie mnoziny rieSeni tejto stustavy pomocou parametrov sa potom mozno divat
ako na parametrické rovnice prislusného afinného podpriestoru. Ziskané znalosti nam
umoznia v konkrétnych pripadoch zistit vzajomnu polohu afinnych podpriestorov.

V celej kapitole K oznacuje pevné, inak Iubovolné, pole; m, n Tubovolné, pevne
zvolené prirodzené cisla.

9.1. Podpriestor rieSeni homogénnej stistavy a jeho baza

Nech A € K™*" b e K™. Uvazujme homogénnu ststavu linearnych rovnic s maticou

A

A-x=0,
a nehomogénnu ststavu s maticou A a pravou stranou b

A-x=0b
Mnoziny ich rieSeni oznacime

R(A)={x e K"; A-z =0},
resp.
R(A|b)={x e K"; A-x = b}.

Predpisom ¢(x) = A - x je definované linedrne zobrazenie ¢: K™ — K™, pri¢om
R(A) = Ker ¢. Z toho okamZite vyplyva

9.1.1. Tvrdenie. Pre [ubovolni maticu A € K™*™ mnozina R(A) rieSeni homogén-
nej sustavy A -« = 0 tvori linearny podpriestor vektorového priestoru K™.

Doteraz sme homogénnu ststavu riesili ipravou jej matice A na redukovany stup-
novity tvar B. Z tohto tvaru sme potom vycitali, ktoré nezname si zvolime za parame-
tre a ktoré nezndme si vyjadrime pomocou nich. Presnejsie, neznamu x; sme si zvolili
za parameter prave vtedy, ked sa v j-tom stipci matice B nenachadzal vedici prvok
ziadneho riadku matice B; ak sa v j-tom stipci nachddzal vedtci prvok nejakého
riadku, tak nezndmu x; sme si vyjadrili pomocou tychto parametrov.

Uvedend veta ndm umoziiuje alternativny popis mnoziny rieSeni R(A) — kedze ide
o linedrny podpriestor v K™, mozeme ho najaspornejSie popisat zadanim (niekto-
rej) jeho bazy. Kazda bazu priestoru R(A) nazyvame tiez fundamentdlnym systémom
riesent sustavy A-x = 0. Potom kazdé riesenie prislusnej homogénnej stistavy mozno
jednoznacne vyjadrit ako linedrnu kombinaciu vektorov z fundamentalneho systému
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rieSeni, a tiez naopak, kazda linearna kombinécia vektorov fundamentalneho systému
je rieSenim prislusnej sustavy. Fundamentalny systém rieSeni ndjdeme nasledujicim
postupom.

Maticu A upravime pomocou ERO na redukovany stupnovity tvar B € K™*",
MnozZinu {1,...,n} rozdelime na dve podmnoziny J a J’, podla toho, ¢ sa v j-
tom stlpci matice B nachidza alebo nenachadza vedtci prvok nejakého jej riadku.
Oznac¢me k pocet prvkov mnoziny J' a zapiSme ju v tvare J' = {j; < jo < ... < ji}.
Pre kazdy index j; € J' zostrojime vektor v; = (vyy,...,vn)T € K™ takto: Zvolime
vj; = lawj,; = 0prei#Il. Prej € J vypocitame hodnoty v;; k uvedenym hodnotam
parametrov v; i,...,vj tak, aby cely vektor v; vyhovoval podmienke B - v; = 0.
Potom vektory vy, vs, ..., v tvoria bazu podpriestoru rieSeni R(A). Pritom zrejme
plati k =n — h(A).

Namiesto dokazu posledného tvrdenia si cely postup ozrejmime na priklade.

9.1.2. Priklad. Predpokladajme, ze sme maticu A pomocou ERO uz upravili na
redukovany stupnovity tvar

1200 —1/3
~{o o0 10 12
B=10001 2

0000 0

Vediice prvky riadkov sa nachidzajiu v stlpcoch 1, 3 a 4. Teda nezname x5 a x5 si
zvolime za parametre a neznadme x1, 3 a x4 si vyjadrime pomocou nich. Nasa prva
volba je x5 = 1, 24 = 0. Tomu zodpoved4 vektor v; = (—2,1,0,0,0)T. Druh4 volba
parametrov je 2 = 0, 74 = 1. Tomu zodpovedé vektor vy = (1/3,0,—1/2,2,1)T. Po-
tom vektory vy, vs tvoria bazu podpriestoru (fundamentalny systém) rieseni R(A) =
R(B) CR®.

Ak sa ,,z estetickych dovodov“ chceme vyhnut zlomkom vo vysledku, staci miesto
vektorov obsahujtcich ako stradnice zlomky vziat ich vhodné nenulové skaldrne na-

sobky. V nasom pripade sta¢i nahradit bazovy vektor vs ,krajsim“ bazovym vektorom
6ve = (2,0, -3,12,6)7T.

Pre ,velkost* podpriestoru rieSeni homogénnej ststavy z nagich avah vyplyva

9.1.3. Tvrdenie. Pre Iubovolnii maticu A € K™*™ plati

dimR(A) =n — h(A).

9.2. Podpriestor rieSeni nehomogénnej ststavy

Prejdime teraz k otdzke Struktiry mmnoZiny rieSeni R(A |b) nehomogénnej sistavy
A-x=0b.

9.2.1. Tvrdenie. Nech A € K™*" be K™.
(a) Ak y,z € R(A|b), taky —z € R(A).
(b) Ak z € R(A|b), x € R(A), tak z+x € R(A|b).

Doékaz. Mozno overit priamym vypoctom.
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Z uvedeného tvrdenia vyplyva, ze na popis mnoziny R(A | b) vSetkych rieSeni neho-
mogénnej sustavy staci poznat podpriestor R(A) vSetkych rieSeni prislu$nej homogén-
nej sustavy, t.j. nejaky fundamentalny systém (vq,...,vx) jej rieSeni, a Tubovolné
jedno rieSenie z € R(A |b) nehomogénnej ststavy. Tvrdenie mozno potom schéma-
ticky zapisat v niektorom z tvarov

R(AIb)=z+R(A)={z+z;z € R(A)}
=z+[v,...,0]={z+cv1+...+cpvr; c1,...,c € K}
Kazdy si moze vybrat ten, ktory sa mu najvicsmi pozdava.
S vyuzitim pojmov predchadzajicej kapitoly mozno nase ivahy zhrnit do nasle-
dujticej podoby.

9.2.2. Tvrdenie. Nech A € K™*", b€ K™. Ak stustava A - © = b ma asporil jedno
riesenie, tak R(A | b) je afinny podpriestor v K™ so zameranim R(A). To znamend,

DirR(A|b)=R(A) a dimR(A|b)=dimR(A)=n—h(A).

9.3. Frobeniova veta a rieSenie nehomogénnej ststavy

Odpoved na otazku rieSitelnosti nehomogénnej ststavy mozno dat porovnanim hod-
nosti jej zakladnej a rozsirenej matice.

Zatneme pozorovanim, ze sustava A -x = b ma aspon jedno rieSenie z € K" prave
vtedy, ked b € Imp (kde ¢(x) = A - x). Ak tento pripad nastane, tak, ako sme uz
ukazali, R(A|b) = z + R(A).

9.3.1. Veta. (Frobenius) Nech A € K™*" b € K™. Potom nehomogénna ststava
A - x = b m4 rieSenie prave vtedy, ked h(A |b) = h(A).

Dokaz. 7 poznamky vyslovenej tesne pred vetou vyplyva, ze sustava A -x = b ma
rieSenie prave vtedy, ked b € [s1(A),...,s,(A)], t.j. prave vtedy ked

[s1(A),...,8,(A),b] =[s1(A),...,s,(A)].
Kedze
h(A|b) = dim[s1(A),...,s,(A),b],
h(A) = dim[s;(A),...,s,(A)]

a druhy z tychto podpriestorov je podpriestorom prvého, uvedend podmienka je zrej-
me ekvivalentna s rovnostou h(A |b) = h(A).

Frobeniova veta vlastne hovori uz zndmu vec: nehomogénna stistava A-x = b nemé
rieSenie prave vtedy, ked sa pri tprave jej rozsirenej matice (A |b) na redukovany
stupiiovity tvar objavi nejaky riadok tvaru (0,...,0|d) € K"t kde 0 # d € K.
Takyto riadok totiz zodpoveda rovnici 0 = d.

Ak upravime pomocou ERO rozsirent maticu (A |b) na redukovany stupiiovity
tvar (B|c), kde B € K™*™ a ¢ € K™, tak B je tiez v redukovanom stupiiovitom
tvare. Potom R(A|b) = R(B|c) # () prave vtedy, ked sa Ziaden vedici prvok ne-
jakého riadku matice (B |e) nenachiddza v poslednom, t.j. n + l-om stlpci. Bazu
priestoru rieSeni R(A) = R(B) najdeme postupom popisanym v paragrafe 9.1. Nech
J, J' a k maji tam uvedeny vyznam. Jedno rieSenie z = (21, ..., 2,)T nehomogénnej
ststavy dostaneme volbou parametrov z;, = ... = z;, = 0 pre j; € J'. Zvysné hod-
noty z; potom vypocitame tak, aby z vyhovovalo podmienke B - z = ¢, t.j. z; = ¢;
pre 5 € J.
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9.3.2. Priklad. Predpokladajme, ze sme maticu (A |b) pomocou ERO uz upravili
na redukovany stupnovity tvar

100 3 1/4 0] 2
0104 2 —1| -1
Blao=1o 011 -5 6|27
0000 0 01 0

Vidime, 7ze h(B | c) = h(B) = 3, teda R(A |b) = R(B| ¢) # (). Vedtce prvky riadkov
sa nachadzaja v stlpcoch 1, 2 a 3. Teda nezname x4, 5 a Tg si zvolime za parametre a
nezname x1, rs a x3 si vyjadrime pomocou nich. Prvej volbe x4 = 1, 5 = xg = 0 zod-
poved4 vektor v; = (=3, —4, —1,1,0,0)T. Druh4 volba x4 = 0, 75 = 1, 76 = 0 nadm d4
vektor vy = (—1/4,-2,5,0,1,0)T. Tretou volbou 74 = 25 = 0, 76 = 1 ziskame vektor
v3 = (0,1,-6,0,0,1)T. Potom vektory vy, vs, v3 tvoria bazu podpriestoru riegeni
R(A) = R(B) C R® prislusnej homogénnej ststavy. Koneéne volbou parametrov
1y = x5 = 16 = 0 ziskame jedno rieSenie z = (2,—1,—2/7,0,0,0)7 nehomogénne;j
sustavy.

Vysledok mozno prehladne zapisat do tabulky (treba si vSak uvedomit, Ze sme ju
vypliali uvedenym postupom):

U1 V2 V3 z
1 | =3 |—1/4] 0 2
Ty | =4 | -2 | 1 | —1
s | =1 | 5 | =6 |—2/7
T4 1 0 0 0
s 0 1 0 0
Te 0 0 1 0

Porovnajte ttto tabulku s maticou (B |c¢)!

9.4. Parametrické a vSeobecné rovnice afinnych podpriestorov

Hoci sa v tomto i v nasledujiicom paragrafe obmedzime len na afinné podpriestory
stipcového vektorového priestoru K™, nafe tivahy maji $irSiu platnost. Zvolenim
pevnej bazy ich mozno pomocou suradnicového zobrazenia zrejmym spdsobom pre-
niest aj na afinné podpriestory lubovolného kone¢norozmerného vektorového priestoru
V.

Kazdy afinny podpriestor M C K™ ma tvar
M=p+|uy,...,ux] =p+[c]
pre nejaky bod p = (p1,...,pn)’ € M a vhodnti usporiadant k-ticu o = (w1,. .., us)
vektorov z K™, kde uj = (u1j,...,un;)T. To znamend, %e pre lubovolné € K™ plati

x € M prave vtedy, ked existuje t = (t1,...,t)T € K* také, ze

r=p+ao-t,
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kde usporiadant k-ticu o sme ako obycajne stotoznili s maticou (u;;) € K nxk g0 stip-
cami u1,...,ur. Rovnost £ = p+ « - t je maticovym zapisom parametrickych rovnic
afinného podpriestoru M C K™. Vektor t € K™ nazyvame wvektorom parametrov a
jeho zlozky t1,...,trx € K parametrami. Po rozpisani do zloziek

T1 = p1+ w1ty + uiote + ... + uigty
To = P2 + U1ty + u2olo + ... + uogly

Ty = Pp + Up1ll + Upaty, + .0+ Upity

dostaneme obvyklejsi tvar, s akym sme sa v dimenzii n = 2 resp. n = 3 uz stretli
v stredoskolskej analytickej geometrii.

Ak navySe vektory wi,...,ur su linedrne nezavislé, ¢o mozno vzdy dosiahnut
vynechanim ,nadbytoc¢nych® vektorov, tak parametrické rovnice podpriestoru M nadm
priamo ukazu jeho dimenziu: dim M = k.

Zapis afinného podpriestoru M C K™ v tvare M = p+ [a], kde p € M a « je
nejakd usporiadand k-tica, ktord generuje jeho zameranie Dir M (mozeme si dovolit
predpokladaft, 7e a je dokonca béaza v Dir M), budeme nazyvat jeho parametrickym
vyjadrenim. Parametrické vyjadrenie M = p + [a] afinného podpriestoru mozno pria-
mo prepisat do jeho parametrickych rovnic € = p + « - t, (t € K*). Taktiez naopak,
z jeho parametrickych rovnic mozno okamzite ziskat jeho parametrické vyjadrenie.
Stvis medzi tymito dvoma druhmi popisu je natolko bezprostredny, Ze ich ani ne-
musime prili§ tzkostlivo rozliSovat.

Na druhej strane, v predchadzajicich paragrafoch sme videli, ze kazda ststava
linearnych rovnic A - & = b s rozsirenou maticou (A |b) € K™*"+1) (pokial ma
rieSenie), popisuje afinny podpriestor R(A |b) C K™. Najst parametrické rovnice
tohto podpriestoru uz vieme, treba si to len uvedomit. Ak totiz 8 = (vy,...,vx) je
baza podpriestoru R(A) rieSeni prisluSenej homogénnej sistavy a z € R(A|b) je
Tubovolné jedno rieSenie nehomogénnej ststavy — a jedno i druhé (pokial existuje)
naozaj vieme najst —, tak

r=z+p03-t,

kde t € K* je vektor parametrov, si parametrické rovnice afinného podpriestoru
R(A|b) C K™

Inak povedané, vyriesit ststavu linearnych rovnic A - = b znamenad vlastne najst
nejaké (pripadne nie celkom hocaké ale v istom zmysle ,pekné®) parametrické rovnice
(alebo parametrické vyjadrenie) afinného podpriestoru R(A |b) C K™.

Casto je vSak potrebné riesit obratent tlohu: k parametricky zadanému afinnému
podpriestoru M C K™ ndajst jeho vseobecné rovnice, t.j. sustavu linearnych rovnic
A -x =bonnezndmych z1,...,z, takd, 7e M = R(A|b).

Nech teda M = p + [a] je afinny podpriestor v K™, dany bodom p € K™ a
usporiadanou k-ticou & = (uy,...,ux) vektorov z K™, ktord stotoznime s maticou
o = (u;;) € K™* so stlpcami ;. Parametrické rovnice = p + « - t podpriestoru
M, kde ¢ = (zq,...,2,)T € K™ je vektor nezndmych a t = (t1,...,tx)7 € K* je
vektor parametrov, mozno prepisat do tvaru

I, - x=a-t + p,
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ktory mozno reprezentovat blokovou maticou

(In || p).

Nasa metdda bude zalozena na elimindcii parametrov tq,...,t, Upravou tejto matice
pomocou ERO. Maticu (I, | & | p) budeme upravovat na riadkovo ekvivalentni maticu
tak, aby stredny blok vo vyslednej matici bol v stupiiovitom tvare. Mézu nastat dve
moznosti
(1) h(a) = n, ¢o spozname podla toho, Ze v8etky riadky stredného bloku vyslednej
matice si nenulové. V tom pripade M = V a vSeobecné rovnice tohto pod-
priestoru tvori prazdna sustava (t.J. ststava ktord neobsahuje Ziadnu rovnicu).
My sa jednoducho uspokojime s konstatovanim M = V a nijakymi vSeobecnymi
rovnicami sa dalej nebudeme zaoberat.
(2) h(ar) < n. Vtedy mozno stredny blok vyslednej matice rozdelit do dvoch pod
sebou umiestnenych blokov (%), kde horny blok D je stupnovitd matica typu
h(a) x k, ktord ma vSetky riadky nenulové, teda dolny nulovy blok mé rozmer
(n — h(a)) x k. Toto rozdelenie stredného bloku indukuje rozdelenie celej vy-

slednej matice do blokov
A | D|VY
A|lo b))’

Potom A - & = b si vSeobecné rovnice afinného podpriestoru M, t.j. plati
M=p+|a]=R(A|b).

Popisany algoritmus mozno stru¢ne zhrnat do schémy
erRo (A" | D | ¥
I >
(I |a|p) (Aot

kde D je matica v stupliovitom tvare s nenulovymi riadkami (ktorych pocet teda
nutne je h(D) = h(a)). Ako vedlajsi produkt takéhoto vypoctu, mozno z k-tice a
vybrat bazu zamerania Dir M = [a]: je tvorend vektormi wj,,...,u;,, kde 1 < j; <
... < j;1 < k st indexy tych stipcov matice D, v ktorych sa nachadzaji vedice prvky
jej riadkov (pozri tvrdenie 4.5.3). Spravnost celého algoritmu vyplyva z nasledujiceho
tvrdenia.

9.4.1. Tvrdenie. Nech B €¢ K™*™, C € K"**¥ a p € K". Ak blokovd matica
(B|C | p) je riadkovo ekvivalentna s blokovou maticou

A | D|VY
A|lo[b)’

kde D je matica v stupnovitom tvare s nenulovymi riadkami, tak

R(A|b)={z e K™ 3te K*)(B-z=C -t + p)}.

Dokaz. Matica (B|C'|p) zodpoveda ststave B - @& = C -t + p v premennych
T1,..-yTm, t1,...,tr. Podobne matica

A" | D |V
A|lO0]|b
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zodpoveda sustave

A-x=D-t+ b
A-xz=0b

v rovnakych premennych. Vzhladom na riadkovi ekvivalenciu prislusnych matic st
obe sustavy ekvivalentné.
Dokézeme, ze pre Tubovolné @ € K™ nasledujice podmienky st ekvivalentné:

(i) A-z=1b;
(ii)) Gte K*)(A'-z=D-t+b & A-z=0b);
(iii) (Ate K*)(B-z=C t + p).

Vysvetlenie potrebuje iba implikacia (i) = (ii). Zrejme hodnost matice D sa rovna
poctu jej riadkov a ten je < n. Preto tiez h(D | A'-x — b') = h(D) nezévisle na x. Ale
to podla Frobeniovej vety 9.3.1 znamend, ze sustava D -t = A’-x — b’ (v neznamych
t1,...,tx) mé nejaké rieSenie t € K* pre fubovolné = € K™.

Poznamka. 7 uvedeného dokazu vyplyva, ze tvrdenie 9.4.1 zostava v platnosti, aj ked
matica D nie je v stuphovitom tvare; staci ziadat len linearnu nezavislost jej riadkov.
T vsak moZno najistejSie nahliadnut prave tpravou prislusnej matice na stupnovity
tvar.

9.4.2. Priklad. Najdeme vSeobecné rovnice afinného podpriestorru M = p + [¢]
stlpcového vektorového priestoru Z3, nad polom Ziy, kde p = (1,2,3,4,5)T a a je
tvorena stIpcami matice

S = O = N
W oY N Ot
O NN O
o O OO

Budeme upravovat maticu

100 0 0}2 1 0 1)1
01 0 0 0|1 5 2 6|2
0 01 0 0j0 2 7 0]3
0001 0|1 6 0 9|4
0 00 0 110 3 5 815

pomocou ERO tak, aby stredny blok nadobudol stupnovity tvar. Po niekolkych kro-
koch dostaneme

1 0 0 0 0}2 1 0 1|1
> 1 0 0 0}]0 10 2 0|7
4 3 0 0 10 0 0 8|4
10 2 1.0 0{0 0 O O]6
9 3 01 110 0 0 012

Predovsetkym vidime, Ze treti vektor stvorice « je linedrnou kombinaciou predchadza-
jacich dvoch, preto ho mozno v prislusnom parametrickom vyjadreni podpriestoru M



o] J. AFINNE FPODEFRIESTORY A SUSLIAVY LINEARNYCOH KROVINIU

vynechat. Zvysné tri vektory v « si linedrne nezavislé, ¢ize dim M = 3. Konecne,
vSeobecné rovnice podpriestoru M vyzeraju takto

10$1+2£U2+.I’3 :6
9x1 + 322 +r4+x5=2.

Dosadenim sa moZno presvedcit, Ze bod p skuto¢ne vyhovuje tejto sistave a vektory
Stvorice a prislusnej homogénnej ststave.

9.5. Rovnice prieniku a spojenia afinnych podpriestorov

V tomto paragrafe sa pokusime zostavit vSeobecné recepty, pomocou ktorych budeme
vediet napisat ¢i uz vSeobecné alebo parametrické rovnice prieniku a spojenia dvoch
afinnych podpriestorov stipcového vektorového priestoru K™. Pri tom vezmeme do
uvahy tri moznosti zadania povodnych podpriestorov:

(1) Oba podpriestory st zadané vSeobecnymi rovnicami.

(2) Oba podpriestory st zadané parametricky.

(3) Jeden podpriestor je zadany pomocou vieobecnych rovnic a druhy parametricky.
Kazdu situaciu budeme ilustrovat na jednom az dvoch konkrétnych prikladoch, v kto-
rych navyse vySetrime i vzajomni polohu oboch afinnych podpriestorov.

(1) Nech afinné podpriestory M, N C K™ maja vSeobecné rovnice A -« = b resp.
B.-x=c kde A c K™" bec K", B c K" ¢ € K' Potom vSeobecnymi
rovinicami prieniku M N N je stustava

A-xz=0b
B.-z=c¢c

(51e)

Parametrické vyjadrenie prieniku M N N mozno ziskat vyrieSenim tejto stustavy.

Ak hladdme parametrické vyjadrenie spojenia M LI N, najprv vyrieSenim sustav
s rozSirenymi maticami (A|b) resp. (B|e¢) ziskame parametrické vyjadrenia jed-
notlivych podpriestorov M a N. Z nich na zaklade tvrdenia 8.3.3 (b) zostavime para-
metrické vyjadrenie podpriestoru M LI N (pozri tiez priklad 8.3.5). Konecne, ak nas
zaujimaju vSeobecné rovnice podpriestoru M LI N, mozeme ich odvodit z jeho para-
metrickych rovnic metédou opisanou v druhej casti predchadzajiceho paragrafu 9.4
(pozri tvrdenie 9.4.1 a priklad 9.4.2).

s rozsirenou maticou

9.5.1. Priklad. Afinné podpriestory M, N vektorového priestoru Q* st dané su-
stavami

.771+£L'2—.’173+.’174:9

$1—$2+$3—$4:—3
resp.

$1+3$2+2$3—£€4:0

5171—35172—2.1'3—}-274:6.
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Ak dame tieto ststavy dohromady, ziskame vSeobecné rovnice prieniku. Ich rieSenie
vSak bude vyhodné trochu odlozit a najprv upravit rozsirené matice pévodnych ststav:

11 -1 1|9 10 0 03
1 -1 1 —-1|-3 01 -1 1]6)°

1 3 2 —-1j0)y (1.0 0 0 3
1 -3 -2 1 |6 0 1 2/3 -1/3|-1)"
7, upravenych matic okamzite dostdvame parametrické vyjadrenie pévodnych pod-

priestorov (matica v hranatych zatvorkach oznacuje lineadrny podpriestor generovany
jej stlpcami)

3 0 0 3 0 0
6 1 -1 1 9 1
M=1o1%t11 o N=1o T3 o
0 0 1 0 0 3

Ak napiSeme obe upravené rozsirené matice vseobecnych rovnic podpriestorov M a
N do blokov pod seba, dostaneme rozsirenit maticu vSeobecnych rovnic podpriestoru
M N N. Jej upravou na redukovany stupnovity tvar vyjde

100 0 3
010 1/5 | 9/5
0 0 1 —4/5|-21/5
000 0 0

Odtial uz priamo vyplyva parametrické vyjadrenie

3 0
| 95 ~1
MON=| s |+
0 5

Zistili sme, ze dvojrozmerné afinné podpriestory M, N maji jednorozmerny prienik,
teda st roznobezné. Preto tiez dim(M U N) =242 —1=3.

Ak postavime vedla seba generatory smerovych podpriestorov Dir M a Dir N,
upravou prislusnej matice zistime, zZe prvé tri su linedrne nezavislé a posledny z nich
je linedrnou kombinéciou predchadzajtcich. Teda stipce matice

0 0 0
1 -1 =2
P = 1 0 3
0 1 0

tvoria bazu zamerania afinného podpriestoru M LI N. Jeho parametrické vyjadrenie
je
MUN =p+ 8],
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kde p = (3,9/5,—21/5,0)T. Upravou blokovej matice (I,|B|p) podla algoritmu
z druhej Casti paragrafu 9.4. (pozri pozndmku za tvrdenim 9.4.1) vymenou prvého
a posledného riadku dostaneme vSeobecné rovnice podpriestoru M LI N:

.T1:3.

(2) Nech M = p + [a], N = q + [B] st parametrické vyjadrenia dvoch afinnych
podpriestorov v K™. Potom, ako uz vieme, M LUUN = p+ [q — p, o, B] a podla tvrde-
nia 4.5.3 vynechanim vhodnych stipcov z blokovej matice (q — p, o, 3) mozno dostat
bazu zamerania Dir(M U N). VSeobecné rovnice podpriestoru M LU N dostaneme
tpravou blokovej matice (I, | ¢ — p, &, 3| p), pripadne matice, v ktorej je prostredny
blok nahradeny bazou zamerania Dir(M U N), podla algoritmu z paragrafu 9.4.

Pokial nds zaujimaju vSeobecné rovnice prieniku M N N, najjednoduchsie ich
ziskame tak, ze parametrické rovnice kazdého z podpriestorov M, N prevedieme na
vSeobecné rovnice a tieto spojime dohromady. Parametrické vyjadrenie prieniku MNN
dostaneme vyriesenim jeho vSeobecnych rovnic.

Jestvuje aj ind cesta k parametrickym rovniciam prieniku M N N. Ako vedlajsi
produkt pri nej moZno ziskat bazy zamerani Dir M, Dir N, Dir(M U N), teda aj
parametrické rovnice spojenia M LI N. Pri tejto metdde upravujeme blokovi maticu
(a| B| g — p) pomocou ERO na stupiiovity tvar

A|B |
0 ‘ B ‘ c )’
kde matica A" mé vSetky riadky nenulové (teda linedrne nezéavislé a ich podcet je
h(A") = h(a) = dim M). Prienik M N N je tvoreny vSetkymi x =q + B-t € N,
ktoré patria zaroven do M, t.]. existuje vektor parametrov s taky, ze = p + « - s.

Hladame teda vSetky vektory parametrov ¢, ku ktorym existuje nejaky vektor para-
metrov s taky, ze plati

a-s=03-t+ (g—p).

Podla tvrdenia 9.4.1 (sta¢i v iom zamenit poradie prvého a druhého zvislého bloku)
k danému t existuje takéto s prave vtedy, ked B -t = c¢. VyrieSenim tejto sistavy
dostaneme parametrické vyjadrenie

t=r 4+ ~v-2,

ktoré dosadime do parametrickych rovnic podpriestoru N. Dostaneme tak paramet-
rické rovnice

t=q+B-(r+v-2)=@+B-r)+(B-7) 2
podpriestoru M N N.

Metéda zostavenia vSeobecnych rovnic prieniku M N N ako i oboch typov rovnic
spojenia M 1N, popisana v prvej casti bodu (2), je (asponn difame) dostato¢ne jasna.
V nasledujicom priklade sa preto sustredime len na najdenie parametrickych rovnic
prieniku M N N metddou z druhej casti a urcenie vzajomnej polohy M a N.
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9.5.2. Priklad. Nech

11 0 1 2 3 1 1 2 3
1 4 9 9 92 8 1 2 2 8
M=17 1 M={ao]tl5 0 ol° ™M=|o|T|5 0 9
2 5 3 3 4 11 9 3 4 11

st afinné podpriestory v R*. Zrejme Dir N; = Dir N»; ozna¢me tento linedrny pod-
priestor D. Obe tlohy o dvojiciach podpriestorov M, Ny aj M, No budeme riesit
sucasne. Plati

1 111 2 310 1 1 171 2 370 1
1 412 2 812 1 0 3/1 0 5[2 0
1 1/50 912 21710 o0]4 -2 6|2 1
2 513 4 1113 2 0 0l0 0 0l1 0

Ak si z matice na pravej strane odmyslime krajny pravy blok, po vynechani rovnice
0 = 0 z nej dostaneme sustavu

4t; — 2ty + 6t3 = 0.

Linedrny podpriestor Dir M N D je tvoreny prave vSetkymi linedrnyni kombinaciami

B - t, kde B je matica generdtorov D (a jeho béza, ¢o mozno zistit doupravenim

stredného bloku na stuphovity tvar) a ¢ vyhovuje uvedenej homogénnej rovnici. Teda

dim(Dir M N D) = dim Dir M = 2. Preto Dir M C D a plati M || Ny aj M || Na.
Sustava

Aty — 2o + 6t5 = 2
0=1,

ktorej musi vyhovovat vektor parametrov ¢ = (¢, ts,t3)T, aby nim uréeny bod z Ny
patril aj do M, nem4 rieSenie. Preto M N Ny = () a M, Ny st pravé rovnobezky.
Naopak, analogickd ststava pre dvojicu M, Ny vedie na jedint, o¢ividne rieSitelnt
rovnicu
41 — 2to + 6tz = 1.

V désledku toho M C Ns.

(3) Nech afinny podpriestor M C K™ je dany vSeobecnymi rovnicami A-x =b a
afinny podpriestor N = q + [3] C K" je dany parametricky. Ak hladdme vSeobecné
rovnice prieniku M N N, staci najst vSeobecné rovnice podpriestoru N a pridat ich
k sustave A - & = b. Ich vyrieSenim potom mozno dostat aj parametrické vyjadrenie
MNN. Ak hladdme popis spojenia MLIN, najvyhodnejSie je vyriesit vSeobecné rovnice
podpriestoru M a z parametrickych vyjadreni oboch podpriestorov M, N zostavit
parametrické vyjadrenie M LI N podla tvrdenia 8.3.3 a prikladu 8.3.5. Eliminaciou
parametrov odtial dostaneme vSeobecné rovnice podpriestoru M LI N.

Ind metdéda, ako ndjst parametrické vyjadrenie prieniku M N N spociva v dosadeni
parametrického vyjadrenia podpriestoru N do vSeobecnych rovnic podpriestoru M.
Tym dostaneme ststavu
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alebo po tprave s nou ekvivalentni ststavu
(A-B)t=b- A-q

ktorej musi vyhovovat vektor parametrov ¢, aby nim uréeny bod x =q + 8-t € N
patril aj do podpriestoru M, teda do prieniku M N N. Uvedenad sustavu vyrieSime
upravou jej rozSirenej matice (A-B|b — A - q). Podobne ako v pripade (2) rieSenie
dostaneme v parametrickom tvare

t=r +v-z2

a dosadime ho do parametrickych rovnic podpriestoru N. Tak ziskame parametrické
rovnice

t=q+B-(r+v-2)=@+B-r)+(B-7) 2
podpriestoru M N N.

I tentokrat sa v nasledujicom priklade zameriame len na najdenie parametrickych
rovnic prieniku M N N druhou z opisanych metéd a na urcenie vzajomnej polohy M
a N.

9.5.3. Priklad. Afinny podpriestor M C R* m4 vieobecné rovnice

$1—$2+$3—$4:1

.771+.’172—.T3+l'4:3.

Afinny podpriestor N C R?* je urceny ako afinny obal N = {(p,q,r,s) bodov
p=3,0,1,1)T, q = (4,-1,2,2T, r = (4,1,2,0)T a s = (7,3,4,5)T. Jeho para-
metrické vyjadrenie potom je

3 1 1 4
0 -1 1 3
1 1 -1 4
Kedze
1 1 4
1 -1 1 -1 -1 1 3| (2 2 3
1 1 -1 1 1 1 3] \0 0 8)°
1 -1 4

bod tvaru p + t1(q — p) + t2(r — p) + t3(s — p) € N patri do prieniku M N N prave
vtedy, ked prislugny vektor parametrov t = (t1,ts,t3)T vyhovuje ststave s rozsirenou

maticou
2 2 3| -2 1 1 0] -1
0 0 &8 0 0O 0 1|0 )"
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Podpriestor rieseni tejto stustavy ma parametrické vyjadrenie

3 N N
0 1 1 3 1 1 3
MﬂN_1+1138+113(1)
1 1 -1 4 1 -1 4
2\ 10
e 2
1o "o
2) -2

a dim(M N N) = 1. Lahko nahliadneme, 7e hodnost matice stistavy podpriestoru M
je 2, preto tiez dimM =4 —2 =2, adim N = 3. Z toho dévodu M N N je vlastny
podpriestor tak v M ako aj v N, ¢ize M, N st roznobezneé.



