8. AFINNE PODPRIESTORY A AFINNE ZOBRAZENIA

Ked sme v paragrafe 4.1, odvolavajic sa na geometricky nazor, ilustrovali pojem
linedrneho podpriestoru, ako priklad sme uviedli, Ze netrivalne vlastné linedrne pod-
priestory ,nagho“ trojrozmerného vektorového priestoru R3 st prave vietky priamky
chybovat o adekvatnosti a prirodzenosti tohto pojmu, ¢i aspon pocitit potrebu zaviest
taky pojem podpriestoru, ktory by napr. v R? zahfhal vsetky priamky a roviny, nielen
tie prechadzajice pociatkom.

Podobne v paragrafe 6.1 sme hned po definicii pojmu linedrneho zobrazenia boli
nuteni ucinit poznamku o jeho odliSnosti od pojmu linedrnej funkcie pouzivaného
v matematickej analyze. Vzapiti sme prijali zavizok, ze sa s tymto nedostatkom
v prihodny ¢as vyrovname.

Ten Cas prave nastal. Spominané medzery zaplnime definiciami pojmu afinného
podpriestoru alebo tieZ linedrnej variety a pojmu afinného zobrazenia. Taziskom kapi-
toly bude klasifikicia vzajomnej polohy linedrnych variet vo vektorovom priestore.

V celej kapitole oznacuje K nejaké pevné pole a m, n st prirodzené cisla.

8.1. Body a vektory

Na vektory, ¢iZze na prvky vektorovych priestorov — aspon pokial ide o konecnoroz-
merné vektorové priestory nad R — sa divame ako na orientované tisecky s pociatkom
v bode 0. Uz tato veta prezradza, ze povodne sa na prvky takéhoto priestoru divame
ako na body a cely priestor chapeme ako homogénny, t.j. vSetky body povazujeme
za rovnocenné a nevyclenujeme v nom nijaky privilegovany bod za pociatok. Az na
zéklade tohto povodného porozumenia dokézeme po vycleneni nejakého pociatku O
(ktorym sa mdze stat Iubovolny bod homogénneho priestoru) nahradit bod A pri-
slusného priestoru orientovanou tiseckou 8?1 a abstrahovat od jej polohy, to znamena
uvidiet za nou wvektor u = 8?1, dany len jej velkostou, smerom a orientaciou, ktory
mozno umiestnit do fTubovolného bodu priestoru — nielen do pociatku.

Afinngm priestorom nad polom K rozumieme vektorovy priestor V' nad tymto
polom, pri pohlade na ktory sme sa vratili k onomu povodnému porozumeniu jeho
Struktire a prvkom. To znamend, Ze jeho prvky sa z vektorov stali opidt bodmi a
pociatok (t.j. nulovy vektor) stratil svoje vysadné postavenie — stal sa z neho bod ako
kazdy iny.

Formalnu definiciu afinného priestoru nad polom K tu uvadzat nebudeme. Sme
totiz toho nazoru, ze pokus formalizovat rozdiel medzi oboma spominanymi pohladmi
na prvky vektorového priestoru by v tejto chvili vniesol do veci viac zmétku nez
svetla. Celkom postaci, ked tlohu prepinac¢a medzi oboma pohladmi zverime dvo-
jiciam slov ,bod*— vektor* a ,afinny* - linedrny“, pripadne ,afinny“—, vektorovy*.
Na druhej strane vsSak pred nami vyvstava potreba formalnej definicie podmnozin
vektorového priestoru, ktoré si ,,vernymi képiami“ linedrnych podpriestorov — nemu-
sia vSak prechadzat pociatkom, ale moZzu byt umiestnené ,kdekolvek*.
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8.2. Afinné podpriestory

V celom tomto a nasledujucich dvoch paragrafoch V' oznacuje nejaky pevny, no inak
Tubovolny, vektorovy priestor nad polom K.

Kvoli pohodliu ¢itatela budeme pismenami p, g, 7 (mozno s indexmi) znadit
vyluéne body, w, v, w oznac¢uji zasa vylu¢ne vektory, kym x, y, z mdzu podla
potreby oznacovat body i vektory. Taktiez sa dohodneme, Ze rozdiel dvoch bodov
budeme chapat ako vektor, kym stcet bodu a vektora ako bod.

Nech p,q € V, p # q. Priamkou prechddzajicou alebo tiez uréenou bodmi p, g
rozumieme mnozinu £(p, q), ktori dostaneme tak, ze do bodu p umiestnime vetky
mozné skaldrne nasobky vektora g <p. Typicky bod priamky £(p, q) mé teda tvar

z =p+t(qgep) = (1t)p+ig,
kde t € K, cize
lp.q)={sp+ig;s,tc K&s+t=1}CV.

Tento vyraz ma, samozrejme, zmysel aj pre p = g, vtedy vSak nejde o priamku ale
o jednobodovii mnozinu £(p, p) = {p}. Z uvedeného tvaru ihned vidime, ze

{(p,q) = L(q,p)

pre Ilubovolné p,q € V.
Podmnozinu M vektorového priestoru V' nazyvame jeho afinnym podpriestorom
alebo tiez linedrnou varietou vo V., ak M # () a pre vSetky p,q € M plati £(p,q) C M.
Linedrnu kombinéciu, t.j. vyraz tvaru

n
topo + t1p1+ -+ taPn = Y _tipi,
1=0

kde n € N, po,...,pn €V, tg,t1,...,t, € K, nazyvame afinnou kombindciou bodov
Po,P1,---,Pn, ak plati to+t1+...+t, = 1. Afinnd kombiniciu bodov budeme chépat
ako bod; iné linedrne kombinécie bodov ako afinné sa v nagich tvahach nevyskytni.
(ESte si vSimnite si, Ze kazd4 afinnd kombindcia je neprazdna, t.j. obsahuje aspon
jeden ¢len.)

Nasledujtce tvrdenie, ktoré charakterizuje afinné podpriestory ako mnoziny uza-
vreté vzhladom na afinné kombindcie, je oc¢ividne analégiou tvrdenia 4.1.2.

8.2.1. Tvrdenie. Pre [ubovolni neprazdnu mnozinu M C V nasledujice podmienky
su ekvivalentné:
(i) M je afinny podpriestor vo V;
(ii) pre Iubovolné p,q € M, s € K plati sp + (1 &s)q € M;
(iii) pre kazdé n € N a lubovolné po,p1,...,pn € M, to,t1...,t, € K také, Ze
to+ti1+...+t, =1, plati topg + t1p1 + ...+ t,p, € M.
Dokaz. Ekvivalencia (i) < (ii) je zrejma, kedze podmienka (ii) je len inou formuléciou

inklazie £(p, q) C M. Implikacia (iii) = (ii) je trividlna. Staci teda dokazat implikaciu
(i) = (i)
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Predpokladajme (ii) a pripustme, Ze podmienka (iii) neplati. Ozna¢me n najmensie
prirodzené cislo, pre ktoré to nastane. Potom n > 1 a pre vSetky k < n podmienka
(iii) plati, ¢ize M je uzavretd na afinné kombinacie < n bodov. Nech pg,...,p, € M,
to,...,tn € K st také, ze to+...+t, = latopo+...+t,pn ¢ M. Potom zrejme t; # 1,
pre aspoi jedno 0 < i < n; teda bez ujmy na vSeobecnosti mdéZeme predpokladat, Ze
to # 1. Oznacme

_ 1 ln
9= 1<:>t0p1+”.+1<:>t0 "
Kedze
t1 L tn :tl—l—...—l—tn:l
1 &ty 1 &ty 1 &ty ’

g € M, lebo q je afinnou kombinaciou n bodov z M. Potom

topo +t1p1 + ...+ tnPn = topo + (L Sto)g € M
podla (ii). To je v8ak spor.

Nasledujuca veta ukazuje, ze afinné podpriestory skutocne nie st ni¢im inym, nez
linedrnymi podpriestormi posunutymi do Iubovolného bodu prislusného vektorového
priestoru.

8.2.2. Veta. Nech M C V. Potom M je afinny podpriestor vo V prave vtedy, ked

existuje bod p € V a linearny podpriestor S C V' taky, Ze
M=p+S={p+u;uecS}

V tom pripade pre vsetky q,r € M, u € S plati

ger eSS, qg+ucM, M=q+S,
S={zxeqrcM}={xcy; z,yc M}.

Dokaz. Nech M C V je afinny podpriestor a p € M je jeho Iubovolny bod. PoloZme
S={xep;zec M}

Potom zrejme M = p+S. Stac¢i teda dokéazat, ze S C V je linedrny podpriestor. Kedze
p € M, plati 0 = p <p € S. UkdZeme uzavretost S na linedrne kombinacie. Nech
u,v € 5, a,b € K. Potom u =« <p, v =y <p pre nejaké ¢,y € M. Jednoduchy
vypocet dava

au + bv = a(x <p) + b(y ©p) = ax + by + (1 ©a <b)p Sp.

Prvé tri s¢itance tvoria afinnit kombinédciu bodov z M, teda ax+by+(1<a<h)p € M;
preto tiez au + bv € S

Nech naopak M = p+ S pre nejaky bod bod p € V' a linedrny podpriestor S C V.
Staci ukazat uzavretost M na afinné kombinacie. Nech ¢,y € M, t € K. Potom
T =p-+u,y=p+ v pre nejaké u,v € S. Pocitajme

tx+ (1at)y=tlp+u)+ (1t)(p+v) =p+tu+ (1 st)v.

Kedze tu + (1 <t)v € S, dostavame tx + (1 ©t)y € M.
Dalsie tri podmienky moZno teraz overif priamymi vypoétami, ktoré prenechavame
¢itatelovi; Stvrta z nich okamZite vyplyva.
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8.2.3. Dosledok. Kazdy linearny podpriestor S vektorového priestoru V' je jeho
afinnym podpriestorom. Afinny podpriestor M vektorového priestoru V je jeho Ili-
nearnym podpriestorom prave vtedy, ked 0 € M.

Zameranim alebo tiez smerovym podpriestorom afinného podpriestoru M C V
nazyvame linedrny podpriestor

DirM ={x <y, z,yc M} CV.

(Oznacenie pochadza z anglického slova direction). Podla vety 8.2.2 je Dir M jediny
linedrny podpriestor vo V taky, ze M = p + Dir M pre nejaké (pre kazdé) p € M.
Taktiez pre kazdé p € M plati

Dir M = {x ©p; x € M}.

Pre Tubovolnt usporiadana (n + 1)-ticu bodov (py, ..., pn), vektorového priestoru
V, pripadne pre jeho kone¢ni podmnozinu {py,...,p,} # 0, oznacme

E(po,...,pn):{topo—l—...—l—tnpn;to,...,tnEK&t0+...+tn:1}

mnozinu v8etkych afinnych kombinacii bodov py, ..., p,. Z prave dokazaného tvrde-
nia vyplyva, ze £(po,...,Pn) je najmensi afinny podpriestor vo V', ktory obsahuje
vSetky body po, ..., pn; nazyvame ho afinny obal bodov alebo aj afinny podpriestor
generovany bodmi pg,... ,Pn.

Vo vSeobecnosti mozno pre lubovolni (i nekoneéni) neprazdnu mnozinu X C V
definovat jej afinng obal £(X), nazyvany tiez afinny podpriestor generovany mnozinou
X, ako mnozinu vSetkych (koneénych) afinnych kombinécii bodov z X. Opit plati, ze
¢(X) je najmensi afinny podpriestor vo V taky, ze X C £(X).

8.2.4. Tvrdenie. Nech pg,p1,...,p, € V. Potom

é(p()vplv s 7pn) =po+ [Pl ~Po,---,Pn <:>p0]7
Diré(p()vplv s 7pn) - [Pl ~Po,---,Pn <:}pO]

Dokaz prenechavame ako cvicenie ¢itatelovi.

Dimenziou alebo tiez rozmerom afinného podpriestoru M C V| oznacenie dim M,
nazyvame dimenziu jeho zamerania, teda

dim M = dim Dir M.

Body py, p1,- . ., Pn vektorového priestoru V nazyvame afinne nezavislé, ak vektory
P1EPos - - -, Pn=Po sU linedrne nezavislé. Z nasledujiceho oc¢ividného tvrdenia okrem
iného vyplyva, ze body pg, p1,-..,Pn € V st afinne nezavislé prave vtedy, ked pre
nejaké (pre kazdé) 0 < k < n vektory p; ©pi, kde 0 < j < n a j # k, st linedrne
nezavislé.
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8.2.5. Tvrdenie. Body pg,pi,...,Pn € V su afinne nezavislé prave vtedy, ked

dimg(pmpla s 7pn) =n

Zrejme O-rozmerné afinné podpriestrory vo V st prave vSetky body p € V' (pres-
nejsie, vSetky jednobodové podmnozZiny vo V). Tieto afinné podpriestory nazyvame
tiez trividlne. Jednorozmené afinné podpriestory vo V nazyvame priamkami. Kazda
priamka mé naozaj tvar £(p, q) pre nejaké afinne nezavislé (t.j. rozne) body p,q € V.
Dvojrozmerné afinné podpriestory vo V nazyvame rovinami. Taktiez samotny priestor
V je svojim nevlastnym afinnym podpriestorom. Ak dim V' = n, tak (n <1)-rozmerné
afinné podpriestory vo V nazyvame nadrovinams.

Kym pojmy ,bod®, ,priamka® a ,rovina“ si absolutne v tom zmysle, ze zavisia
len na dimenzii prislusného afinného podpriestoru, pojem nadroviny je relativny, lebo
zavisi na vztahu dimenzii afinného podpriestoru a celého priestoru. Napriklad ak
dimV =1 (t.]. ak samotné V je priamka), tak kazdy bod vo V je zéroven nadrovi-
nou. Nadrovinami v dvojrozmernom priestore (t.j. v rovine) su zasa vSetky priamky.
V trojrozmernom priestore V' pojmy roviny a nadroviny splyvaji. V $tvorrozmernom
priestore st zasa nadrovinami trojrozmerné podpriestory; atd. ESte poznamenajme,
ze v 0-rozmernom (t.j. jednobodovom) priestore V' niet priamok, rovin ani nadrovin.

8.3. Prienik a spojenie afinnych podpriestorov

V tomto paragrafe mierne zovSeobecnime niektoré vysledky paragrafov 4.3 a 5.4.
o prieniku a sucte linedrnych podpriestorov do podoby pouzitelnej pre afinné pod-
priestory.

8.3.1. Tvrdenie. Nech M, N CV si afinné podpriestory. Potom M N N je afinny
podpriestor vo V' prave vtedy, ked M NN # (). V tom pripade

Dir(M N N) = Dir M N Dir N.

Dokaz. Ak MNN = (), tak to samozrejme nie je afinny podpriestor. Nech M NN # ().
Oznacme S = Dir M, T' = Dir N prislu$né smerové podpriestory. Zvolme Tubovolny
bod p € M N N. Staci dokazat rovnost

MNON=p+(SNT).

Zvolme g € MNN. K nemu existuja u € S, v € T také, 7ze ¢ = p+u = p+v. Potom
u=veESNTaqgep+ (SNT). Teda MNN Cp+ (SNT). Obratend inklizia je
trivialna.

Neprazdnost prieniku M N N mozno zarucit za predpokladu, Ze linedrny priestor
Dir M + Dir N je ,dost velky*.

8.3.2. Tvrdenie. Nech M, N C V su afinné podpriestory. Potom
DirM +DirN=V = MNN #0.

Dokaz. Oznac¢me S = Dir M, T = Dir N. Zvolme Iubovolné p € M, g € N. Ked7e
S+ T =V, existuju vektory w € S, v € T také, ze g &p = u + v. Potom

g=p+(@ep)=p+u+tv
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V dosledku toho p+u = g <v € M N N, lebo vektor vlavo je z M a vektor vpravo
z N.

Spojenim afinnych podpriestorov M, N C V', oznacenie M U N, nazyvame afinny
obal ich zjednotenia. Teda
MUN =/4(MUN).
Zrejme M LI N je najmensi afinny podpriestor vo V', ktory obsahuje M aj N, a pre
linedrne podpriestory S, T C V plati SUT =S+ T.
8.3.3. Tvrdenie. Nech M, N CV si afinné podpriestory.
(a) Ak M NN # (), tak
Dir(M U N) = Dir M + Dir N,
MUN =M +DirN =N + Dir M.
(b) Ak M N N = (), tak pre Iubovolné p € M, q € N plati
Dir(M U N) = [g ©p] + Dir M + Dir N,
MUN = M + ([g<p| + Dir N) = N + ([g ©p] + Dir M).

Pozndmka. Stoji za zmienku, Ze obe rovnosti z (b) st splnené aj za predpokladu
M NN # (. V tom pripade v8ak pre Tubovolné » € M N N plati

qgep=(rep)+ (ger) € Dir M + Dir N,
takze vektor q <p mozno v prislusnych vztahoch vynechat. Rovnako tomu bude i
v priklade 8.3.5.

Dokaz. Sta¢i dokazat len (b), lebo (a) z neho vyplyva vo svetle naSej poznamky.
Oznactme S = Dir M, T = Dir N a zvolme p € M, q € N. Budeme dokazovat iba
rovnost

MUN=p+[gepl+S+T;

zvySok je uz jej bezprostrednym doésledkom.
Kazdy bod » € M U N je afinnou kombinéciou

m n
r=>Y sipit+ Y tq
i=0 =0

kde pg,....,pm € M, qo,...,q, € M, so,...,sm,to,...,tneKazisi+zjtj:1.
Potom p; &p € S, q; <q € T pre ¢ < m, 5 < n. Ozname s = g + ... + 5,
t=ty+ ...+ t, a pocitajme

m
r = (sp+tq) +Zsl Di ©P) +Zt (g; ©q)
1=0 7=0

m
=p+t(gep) +Zsz Di ©P) +Zt (gjeq) e p+lgepl+5S+T,
=0 7=0

kedZze t = 1 <s. Teda M UN C p+ [q<p|+ S+ T. Obratend inklazia je trividlna.
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8.3.4. Dosledok. Nech M, N C V sii kone¢norozmerné afinné podpriestory. Potom
dim M + dim N <dim(M N N), ak M NN # 0,

dim(M U N) =
im( ) {dimM+dimN(:}dim(DirMﬂDirN)+1, ak MAN = 0.

8.3.5. Priklad. Vo vektorovom priestore V uvazujme kone¢norozmerné afinné pod-

priestory
M=p+uy,...,upnl, N=gq+[vy,...,v,]
Potom
+ui, ..., up, v1,...,0,], ak M NN #0,
Ml—lN:{p [ 1 m 1 n] 7é
p+lgep,ul,... ., Up,v,...,0,], ak MNN =10,

dim[wy, ..., Uy, V1, ..., V], ak M NN # 0,
dim(Ml_lN):{ . [ me T nl 7

dim[qg ©p,uy,...,Up,v1,...,0,]), ak M NN ={.
Ak navySe predpokladame, ze tak vektory wq,...,u, ako aj vektory wvq,...,v, su
linearne nezavislé, tak

m + n <k, ak M NN #0,
m+n&sk+1, ak MNN =),

kde k = dim([wy, ..., U] N [v1,...,0,]).

8.3.6. Priklad. V stipcovom priestore R* st dané vektory = = (1,2,3,4)7, y =
0,e3,1, )T 2 = (1,1,0,0)T, u = (0,<2,4,3)T, v = (2,6,2,5)T, w = (0,0,1,1)T a
bliz§ie neur¢ené body p, q. Potom S = [z, y, z|, T = [u, v, w] st linedrne podpriestory
aM=p+S8, N=q+ N su afinné podpriestory v R*. Najdeme dimenzie linedrnych
podpriestorov S + T, S NT a afinnych podpriestorov M NN, M LI N v zavislosti na

b, q.
Linearny podpriestor S + T je generovany stipcami blokovej matice

1 0 110 2 0
2 & 11«2 6 0
3 1 04 2 1)’
4 1 013 5 1

dim(M U N) = {

pricom stipce Tavého bloku generuju linearny podpriestor S a stipce pravého bloku
linedrny podpriestor 7. Tato matica je riadkovo ekvivalentnd s blokovou maticou

1 0 1 0 2 0
01 &34 <4 0
00 3|3 3 1
0 0 O 0 0 1

v stuphiovitom tvare, ktorej riadky majt vedice prvky v stipcoch 1, 2, 3 a 6. Hned
vidime, Ze vektory @, y, z tvoria bazu S a vektory x,y, z,w bazu S + T. Doupravo-
vanim pravého bloku na riadkovo ekvivalentny stupnovity tvar

4 <4 0
0 2 0
0 0 1
0 0 O
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sa mozno presvedcit, Ze i vektory u, v, w su linearne nezavislé, teda tvoria bazu T.
Zhrnutim dostavame dimS = dim7 = 3, dim(S + T') = 4. Odtial podla vety 5.4.1
vyplyva dim(SNT) = 3+ 34 = 2. Takze S+T = R*, a bez toho, Ze by sme cokolvek
dalej pocitali, z tvrdenia 8.3.2 vieme, Ze nezdvisle na bodoch p, g plati M NN # ().
Preto dim(M N N) = dim(SNT) = 2 podla tvrdenia 8.3.1. S pouzitim tvrdenia 8.3.3
a dosledku 8.3.4 dostavame dim(M U N) = dim(S + T) = 4.

8.4. Vzajomna poloha afinnych podpriestorov

V tomto paragrafe podame sltibent klasifikdciu vzajomnej polohy dvojic netrividlnych
vlastnych afinnych podpriestorov vo vektorovom priestore V. (Hoci to nie je z logic-
kého hladiska nevyhnutné, aby sme sa vyhli triedeniu trivialit, body a cely priestor
V' z naSich uvah vyluc¢ujeme.) Tato téma prirodzenym sposobom rozsiruje latku stre-
doskolskej geometrie, zahthajicu klasifikdciu vzajomnej polohy priamok v rovine resp.
priamok a rovin v (trojrozmernom) priestore.
Polohu netrividlnych vlastnych linearnych variet M, N C V budeme klasifikovat
na zaklade dvoch kritérii:
(A) Ak plati Dir M C Dir N V Dir N C Dir M, hovorime, ze M, N st rovnobeiné a
piseme M || N.
V opacnom pripade, t.j. ak plati Dir M € Dir N & Dir N € Dir M, hovorime,
ze M, N nie si rovnobeiné, a pisSeme M || N.
(B) Ak plati M N N # (), hovorime, ze M, N sa pretinaji.
V opacnom pripade, t.j. ak M NN = (), hovorime, %e M, N sa nepretinaji,
alebo, ze su disjunktné.
Celkovo teda dostavame Styri moznosti:
(1) M || N & MNN # 0, ¢&ize M, N st rovnobezné a pretinaji sa.
Lahko moZno nahliadnut, Ze v takom pripade plati Dir M C Dir N & M C N
aDirNCDirM & N CM. Teda M C N alebo M C N. Hovorime, Ze jedna
z linedrnych variet M, N je podvarietou druhej, alebo, Ze M, N st vo vztahu
inkluzie.
(2) M || N & MNN =, ¢ize M, N st rovnobezné a nepretinaji sa.
Tento pripad nazyvame vztahom pravej rovnobezZnosti.
(3) My N & M NN #, ¢ize M, N nie s rovnobezné a pretinaji sa.
Hovorime, ze M, N st roznobezné.
(4) MY N & M NN =10, ¢ize M, N nie s rovnobezné a nepretinaji sa.
V tomto pripade eSte rozliSujeme dve dalSie moZnosti:
(4a) Ak Dir M N Dir N = {0}, hovorime, ze M, N si mimobezné.
(4b) Ak Dir M N Dir N # {0}, hovorime, ze M, N su ciastocne rovnobezné.

Pripady (1), (2), (3) st nam dobre zname zo stredoskolskej planimetrie, s pripadom
(4) sa v8ak v rovine stretnitf nemozno — dve priamky v rovine bud splyvaju alebo si to
pravé rovnobezky alebo roznobezky. Zo stredoskolskej stereometrie, okrem pripadov
(1), (2), (3), ktoré sa realizuji vo vzajomnych polohdch dvojic priamok, dvojic rovin
ako i priamky a roviny v trojrozmernom priestore, pozname aj pripad (4a) — ide o pri-
pad mimobeZnych priamok. S pripadom (4b), t.j. s pripadom ¢iasto¢nej rovnobeznosti
sme sa vSak dosial nestretli a nedokdZeme ho spojit so Ziadnou nézornou geometrickou
predstavou. Nie je to ndhoda. Plati totiz nasledujtce tvrdenie.
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8.4.1. Tvrdenie. Nech M, N C V st c¢iastoc¢ne rovnobezné linearne variety. Potom
dimM > 2,dimN > 2 adimV > 4.

Doékaz. Ozna¢me S = Dir M, T' = Dir N. Potom SN T je netrivialny vlastny linearny
podpriestor kazdého zo zamerani S, T. Teda dim(SNT) > 1, dimM = dim S > 2,
dim N = dimT > 2 a taktiez

dim(SNT) < min(dim S,dimT') <1.
S pouzitim vety 5.4.1 z toho vyplyva

dim(S+T) =dimS +dim 7T <dim(SNT)
> dim S + dim T <min(dim S,dim7T) + 1
= max(dim S,dim7T) + 1 > 3.

KedZze M NN = (), podla tvrdenia 8.3.2 je S + T vlastny linearny podpriestor vo V.
Preto
dimV >dim(S+7T)+1 > 4.

Na druhej strane v [ubovolnom vektorovom priestore V' dimenzie > 4 nie je tazké
najst priklady ¢iasto¢ne rovnobeZznych linedrnych variet. Presvedéte sa, Ze napr.

M = [61762]7 N:€4+[62,63]
st ¢iastoéne rovnobezné roviny v K*. Skiste najst iné priklady.

8.5. Afinné zobrazenia

Nech U, V st vektorové priestory nad tym istym polom K. Hovorime, ze f: V — U
je afinn€ zobrazenie, ak pre Iubovolné body p,q € V' a skalar s € V plati

fsp+(1es)q) =sf(p) + (1s)f(q).

Podobnym spoésobom ako tvrdenie 8.2.1 moZno dokéazat, ze afinné si prave tie zob-
razenia f: V — U, ktoré zachovavaju vSetky afinné kombinéacie.

8.5.1. Tvrdenie. Nech U,V sii vektorové priestory nad polom K. Potom zobrazenie
f:V = U je afinné prave vtedy, ked pre kazdé n € N, vSetky body po,...,pn, €V a
skalary tg,...,t, € K také, ze ty+ ...+ t, = 1, plati

f(topo + ...+ tnpn) = tOf(pO) +...+ tnf(pn)-

Posunutim alebo translaciou vektorového priestoru V o vektor w € V nazyvame
zobrazenie V — V dané predpisom x — x + u.

Zrejme kompoziciou posunutia o vektor u € V' a posunutia o vektor v € V je po-
sunutie o vektor u + v. Kazdé posunutie je bijektivne zobrazenie; inverzné zobrazenie
k posunutiu o vektor u je posunutie o opac¢ny vektor <u.

Z nasledujicej vety okrem iného vyplyva, ze kazdé afinné zobrazenie mozno dostat
kompoziciou linedrneho zobrazenia a posunutia.
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8.5.2. Veta. Nech U, V su vektorové priestory nad polom K. Potom zobrazenie
f:V = U je afinné prave vtedy, ked existuje vektor uw € U a linedrne zobrazenie
p: V = U také, ze pre kazdé x € V plati

Dokaz. Treba dokazat dve veci:
(1) Pre Tubovolny vektor w € V a linedrne zobrazenie ¢: V. — U je predpisom
f(x) = ¢(x) + v dané afinné zobrazenie f: V — U.
(2) Ak f:V — U je afinné zobrazenie, tak priradenie p(x) = f(x) < f(0) definuje
linedrne zobrazenie ¢: V — U.
V jednom i druhom pripade mozno zachovavanie dvoj¢lennych afinnych resp. linear-
nych kombinécii overit priamymi vypoc¢tami, ktoré prenechiavame citatelovi.

Zrejme vektor u € U ako aj linedrne zobrazenie ¢ st podmienkou vety urcené
jednoznacne. Zobrazenie ¢ = f < f(0) nazyvame linedrnou castou a vektor u = f(0)
absolitnym clenom afinného zobrazenia f. PiSeme tiez f = ¢ + u.

Afinné zobrazenia st tak zovSeobecnenim funkcii f: K — K tvaru f(z) = ax + b,
kde a,b € K, ktoré (najmi v pripade K = R) v matematickej analyze nazyvame
linedrnymi, na viacrozmerné vektorové priestory.

8.5.3. Dosledok. Nech U, V su vektorové priestory nad polom K. Potom
(a) lubovolnd translacia priestoru V je afinné zobrazenie;
(b) Iubovolné linearne zobrazenie ¢: V — U je afinné;
(c) afinné zobrazenie f:V — U je linearne prave vtedy, ked f(0) = 0.

8.5.4. Tvrdenie. Nech U, V, W su vektorové priestory nad polom K a g: W — V,
f:V — U su afinné zobrazenia. Potom aj ich kompozicia f o g: W — U je afinné
zobrazenie.

Dokaz. Hoci priamym vypoc¢tom mozno overit, ze f o g zachovava afinné kombinacie,
podame radsej dokaz zalozeny na vete 8.5.2, ktory nam poskytne informéaciu navyse.

Nech f=p+u,g=v+v,kde p: V = U, ¢p: W — V st linedrne zobrazenia a
u = f(0), v = g(0). Potom pre z € W s vyuzitim linearity ¢ dostavame

(fog)(z) = (h(2) +v) +u = (poh)(z) + p(v) + u.

Teda zobrazenie f o g je zlozené z linedrneho zobrazenia ¢ o ¢ a posunutia o vektor
o(v) + u.

Vzorec odvodeny v naSom dokaze stoji za zaznamenanie. Pre linedrne zobrazenia
Vv W -V, p: VU avektory v € V, u € U plati

(pt+u)o(+v)=(poy)+ (pv +u).
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8.5.5. Tvrdenie. Nech U, V su vektorové priestory nad polom K, f: V — U je
afinné zobrazenie a M C V., N C U su afinné podpriestory. Potom f(M) je afinny
podpriestor v U a f~1(N) je afinny podpriestor vo V alebo prazdna mnoZina.

Dokaz. Nech f = ¢+ u, kde ¢ je linedrna ¢ast f a u = f(0). Nech dalej M =p+ S,
N=q+T,kdepe M,qe N aS CV,T CU st linedrne podpriestory. Potrebny
zaver vyplyva z tvrdeni 6.1.3, 8.2.2 a nasledujtcich rovnosti

(M) = f(p) +¢(9),
FHN) = { z+ o YT), kde z € V je Tubovolné také, Ze p(z) = q Su,
0, ak neexistuje z € V také, ze p(z) = q Su,
ktorych dokaz prenechdvame citatelovi.
KedZe kazdé posunutie je bijekcia, afinné zobrazenie f = p+u: V — U s linearnou
¢astou ¢ je injektivne prave vtedy, ked ¢ je injektivne. Podobne, f je surjektivne prave

vtedy, ked ¢ je surjektivne. Z toho uz priamo vyplyvaji dalSie tri vysledky.
Prvy z nich zovSeobecnuje vetu 6.2.3 o dimenzii jadra a obrazu.

8.5.6. Veta. Nech f: V — U je afinné zobrazenie, pricom V je konec¢norozmerny
vektorovy priestor. Potom pre lubovolné y € Im f plati

dim V = dim f~!(y) + dimIm f.

Afinnou transformdciou vektorového priestoru V nazyvame Tubovolné afinné zob-
razenie f: V — V. Aj pre afinné transformacie plati obdoba désledku 6.2.4.

8.5.7. Dosledok. Nech f: V — V je afinna transformacia konec¢norozmerného vek-
torového priestoru V. Potom f je injektivna prave vtedy, ked je surjektivna.

8.5.8. Tvrdenie. Nech f:V — U je afinné zobrazenie s linearnou castou ¢ a u =
f(0). Potom f je bijektivne prave vtedy, ked p je bijektivne. V tom pripade aj inverzné
zobrazenie f=': U — V je afinné a plati

=07t eeT ).

1

Teda f~1 je kompoziciou linedrneho zobrazenia ¢! a posunutia o vektor <p~!(u).

Nech U, V st konec¢norozmerné vektorové priestory a a, 3 st bazy v U resp. vo V.
Rozsirenou maticou afinného zobrazenia f: V — U s linedrnou ¢astou ¢ a absolitnym
¢lenom u vzhladom na béazy 3, a nazyvame blokovi maticu

(Nas = ((©)as|(U)a)-

Ak teda dimU = m, dimV = n, A = (¢)a,s je matica linedrneho zobrazenia ¢
v bazach B = (v1,...,v,), @ a @ = (u)q st suradnice vektora u v baze a, tak
rozsirenou maticou afinného zobrazenia f v bazach 3, a je blokova matica

(N = (P01 as- - (PVn)a | (W)a) = (A]a) € K™*0HD),
Saradnice bodu @ € V v béaze 3 a suradnice jeho obrazu f(x) € U v baze a st tak
spojené rovnostou
(fT)a = (Plap: (®)g+ (W)a = A (T)a + a.

Samozrejme, ak f je linedrne zobrazenie, t.j. ak f = ¢ a u = 0, nema vyznam
roz§irovat maticu (¢)q g 0 nulovy stipec.
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7 tvrdenia 8.5.4, presnejSie z formuly odvodenej pocas jeho doékazu, a z tvrde-
nia 8.5.8 s pouzitim vysledkov paragrafov 6.4 a 7.2 vyplyva nas zaverecny vysledok.

8.5.9. Tvrdenie. Nech U, V, W st kone¢norozmerné vektorové priestory nad polom
K a a, B3, v st nejaké bazy priestorov U, V', resp. W.
(a) Ak g: W — V, f: V — U si afinné zobrazenia, ktoré maji v prislusnych
bazach rozsirené matice (g)g,y = (B|b), (f)a,s = (A|a), tak ich kompozicia
fog: W — U ma v bazach ~, a rozsirenii maticu

(fog)a,,y:(A-B|A-b—{—a).

(b) Ak f: V — U je afinnd bijekcia rozsirenou maticou (f)a g = (A|a) v bazach
B, a, tak k nej inverzné zobrazenie je afinna bijekcia f~': U — V, ktord ma
v bazach «, (3 rozsireni maticu

(fga=(A""1oA""a)



