
7. HODNOS« MATICE, INVERZNÉ MATICE A ZMENA BÁZY

V tejto kapitole zavedieme pojem inverznej matice k danej ¹tvorcovej matici a dáme
ho do súvisu s pojmom inverzného lineárneho zobrazenia. Ïalej sa nauèíme poèíta»
inverzné matice a matice prechodu z jednej súradnej bázy do druhej. Nakoniec preskú-
mame vplyv zmeny bázy na maticu lineárneho zobrazenia. Zaèneme v¹ak s pojmom
hodnosti matice, ktorý nám umo¾ní rozhodnú» o existencii inverznej matice a { ako
uvidíme neskôr { bude nám e¹te veµakrát u¾itoèný.

V celej kapitole K oznaèuje pevné pole, m, n, p sú kladné celé èísla.

7.1. Hodnos» matice

V tomto paragrafe je potrebné rozli¹ova» medzi vektorovými priestormi riadkových
resp. ståpcových vektorov. Nebudeme teda pou¾íva» ne¹peci�kované oznaèenie Kn,
ale priestor riadkových vektorov budeme znaèi» K1�n a priestor ståpcových vektorov
Kn�1.

Pripomeòme, ¾e ri(A) 2 K1�n oznaèuje i-tý riadok a sj(A) 2 Km�1 zase j-tý
ståpec matice A = (aij)m�n. Túto maticu teda mô¾eme zapísa» v blokových tvaroch

A =

0
BB@
r1(A)
r2(A)

...
rm(A)

1
CCA = (s1(A); s2(A); : : : ; sn(A)):

Riadkovou hodnos»ou hr(A) matice A nazývame dimenziu lineárneho podpriestoru
vektorového priestoru K1�n generovaného riadkami matice A. Podobne, ståpcovou
hodnos»ou hs(A) matice A nazývame dimenziu lineárneho podpriestoru vektorového
priestoru Km�1 generovaného ståpcami matice A. Teda

hr(A) = dim[r1(A); r2(A); : : : ; rm(A)];

hs(A) = dim[s1(A); s2(A); : : : ; sn(A)]

Oznaème ' : Kn�1 ! Km�1 lineárne zobrazenie dané predpisom '(x) = A �x pre
x 2 Kn�1. Pripomeòme, ¾e hodnos»ou lineárneho zobrazenia ' nazývame dimenziu
jeho obrazu, t. j. h(') = dim Im'. V na¹om prípade zrejme platí h(') = hs(A), keï¾e
lineárny podpriestor Im' � Km�1 je generovaný ståpcami matice A.

7.1.1. Lema. Nech A 2 Km�n.
(a) Nech matica B vznikne z matice A vykonaním jednej (inak µubovoµnej) ERO.

Potom [r1(A); r2(A); : : : ; rm(A)] = [r1(B); r2(B); : : : ; rm(B)].
(b) Nech matica C vznikne z matice A vykonaním jednej (inak µubovoµnej) ESO.

Potom [s1(A); s2(A); : : : ; sn(A)] = [s1(C); s2(C); : : : ; sn(C)].
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Dôkaz. Zrejme pre µubovoµné vektory u1; : : : ;uk v ka¾dom vektorovom priestore V a
µubovoµný skalár c 2 K platí:

[u1; : : : ;ui; : : : ;uj; : : : ;uk] = [u1; : : : ;uj ; : : : ;ui; : : : ;uk];

[u1; : : : ;ui; : : : ;uk] = [u1; : : : ; cui; : : : ;uk] (ak c 6= 0);

[u1; : : : ;ui; : : : ;uj; : : : ;uk] = [u1; : : : ;ui; : : : ; cui + uj ; : : : ;uk]:

7.1.2. Tvrdenie. Pre ka¾dú maticu A 2 Km�n platí hr(A) = hs(A).

Dôkaz. Upravme A pomocou ERO na redukovaný stupòovitý tvar B 2 Km�n a
oznaème k poèet nenulových riadkov v matici B. Podµa práve dokázanej lemy platí
[r1(A); : : : ; rm(A)] = [r1(B); : : : ; rm(B)]. Preto tie¾ hr(A) = hr(B). Keï¾e nenulové
riadky matice B sú zrejme lineárne nezávislé (rozmyslite si preèo), hr(B) = k, èo
je vlastne poèet ståpcov matice B, v ktorých sa nachádza vedúci prvok nejakého
jej riadku. Oznaème 1 � j1 < : : : < jk � n indexy týchto ståpcov. Podµa tvrde-
nia 4.5.3 vektory sj1(A); : : : ; sjk(A) sú lineárne nezávislé a platí [s1(A); : : : ; sn(A)] =
[sj1(A); : : : ; sjk(A)]. Preto tie¾ hs(A) = k = hr(A).

Keï¾e riadková a ståpcová hodnos» µubovoµnej maticeA splývajú, túto ich spoloènú
hodnotu budeme odteraz znaèi» jednoducho h(A) a nazýva» hodnos»ou matice A.
Zrejme pre A 2 Km�n je h(A) � min(m;n).

Práve vykonané úvahy majú dva bezprostredné dôsledky.

7.1.3. Tvrdenie. Nech A 2 Km�n. Potom h(A) = h(AT ).

7.1.4. Tvrdenie. Nech u1; : : : ;un 2 Km�1 sú µubovoµné vektory a A 2 Km�n je
matica taká, ¾e sj(A) = uj pre 1 � j � n. Potom
(a) u1; : : : ;un sú lineárne nezávislé práve vtedy, keï h(A) = n;
(b) [u1; : : : ;un] = Km�1 práve vtedy, keï h(A) = m.

V¹imnite si, ¾e prípad (a) mô¾e nasta» iba vtedy, keï n � m; naopak, (b) mô¾e
nasta» jedine za predpokladu m � n.

Sami si sformulujte a premyslite analogické tvrdenia pre riadkové vektory.
E¹te si doká¾eme jeden odhad hodnosti súèinu matíc pomocou hodností jednotli-

vých èiniteµov.

7.1.5. Tvrdenie. Nech A 2 Km�n, B 2 Kn�p. Potom

h(A �B) � min
�
h(A); h(B)

�
:

Dôkaz. Oznaème ' : Kn ! Km,  : Kp ! Kn lineárne zobrazenia dané predpismi
'(x) = A � x pre x 2 Kn resp.  (y) = B � y pre y 2 Kp. Zrejme Im(' �  ) � Im',
preto

h(A �B) = h(' �  ) � h(') = h(A):

S vyu¾itím toho druhý potrebný odhad u¾ dostaneme priamym výpoètom

h(A �B) = h
�
(A �B)T

�
= h

�
BT �AT

�
� h

�
BT

�
= h(B):
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7.2. Inverzné matice a inverzné lineárne zobrazenia

Nech A 2 Kn�n, t. j. A je ¹tvorcová matica typu n� n. Inverznou maticou k matici
A rozumieme maticu B 2 Kn�n takú, ¾e

A �B = In = B �A:

Zrejme k danej ¹tvorcovej maticiA existuje najviac jedna inverzná matica (rozmyslite
si preèo). Túto jednoznaène urèenú maticu (ak existuje) budeme znaèi» A�1.

Nasledujúca veta je bezprostredným dôsledkom súvisu medzi lineárnymi zobraze-
niami a ich maticami.

7.2.1. Veta. Nech U , V sú vektorové priestory nad poµom K a dimU = dimV = n.
Nech ïalej �, � sú nejaké bázy v U , resp. vo V a A = (')�;� je matica lineárneho
zobrazenia ' : V ! U vzhµadom na bázy �, �. Potom k matici A existuje inverzná
matica A�1 práve vtedy, keï k zobrazeniu ' existuje inverzné zobrazenie '�1. V tom
prípade A�1 je maticou lineárneho zobrazenia '�1 : U ! V vzhµadom na bázy �, �,
t. j.

A�1 =
�
(')�;�

�
�1

=
�
'�1

�
�;�

:

Hovoríme, ¾e ¹tvorcová matica A 2 Kn�n je regulárna, ak k nej existuje inverzná
matica A�1; v opaènom prípade hovoríme, ¾e A je singulárna.

7.2.2. Veta. Matica A 2 Kn�n je regulárna práve vtedy, keï h(A) = n.

Dôkaz. Oznaème ' : Kn ! Kn lineárnu transformáciu danú predpisom '(x) = A �x
pre x 2 Kn. K matici A existuje inverzná matica A�1 práve vtedy, keï k zobraze-
niu ' existuje inverzné zobrazenie '�1, t. j. práve vtedy, keï ' je bijekcia. Podµa
dôsledku 6.2.4 to nastane práve vtedy, keï ' je surjekcia, èi¾e Im' = Kn, èo je
ekvivalentné s rovnos»ou dim Im' = n. Na dokonèenie dôkazu si staèí spomenú», ¾e
h(A) = h(') = dim Im'.

Z praktických dôvodov bude u¾itoèné si uvedomi», ¾e na to, aby sme sa presvedèili,
¾e matica B 2 Kn�n je inverzná k matici A 2 Kn�n, staèí overi» len jednu (a to
hocktorú) z rovností A �B = In, B �A = In.

7.2.3. Tvrdenie. Pre µubovoµné A; B 2 Kn�n platí A �B = In práve vtedy, keï
B �A = In.

Dôkaz. Oznaème ';  : Kn ! Kn lineárne transformácie dané pre x 2 Kn pred-
pismi '(x) = A � x, resp.  (x) = B � x. Nech A � B = In. To nastane práve
vtedy, keï ' �  = idKn . Z toho vyplýva, ¾e ' je surjekcia a  je injekcia (pozri
paragraf 0.3). Keï¾e ',  sú lineárne transformácie koneènorozmerného vektorového
priestoru, podµa dôsledku 6.2.4. to znamená, ¾e ' aj  sú bijekcie, teda lineárne
izomor�zmy, a  = '�1. Potom v¹ak B = A�1, preto tie¾ B � A = In. Obrátená
implikácia vyplýva zo symetrie tvrdenia.

S vyu¾itím posledného tvrdenia si ako cvièenie overte nasledujúce vzorce, z ktorých
u¾ vyplýva zvy¹ok tvrdenia.

7.2.4. Tvrdenie. Nech A; B 2 Kn�n sú regulárne matice. Potom aj matice A�1,
A �B a AT sú regulárne a platí:�

A�1
��1

= A; (A �B)�1 = B�1 �A�1;
�
AT

��1
=
�
A�1

�T
:
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7.3. Realizácia ERO a ESO pomocou násobenia matíc

Prakticky v¹etky úlohy lineárnej algebry, s ktorými sme sa doteraz stretli, sme rie¹ili
tak, ¾e sme danú situáciu reprezentovali nejakou vhodnou maticou, tú sme ïalej po-
mocou ERO upravili na redukovaný stupòovitý tvar a tento výsledný tvar sme potom
interpretovali v závislosti na charaktere pôvodnej úlohy. Prezraïme u¾ vopred, ¾e za-
tiaµ sme v¹etky úlohy, ktoré sa rie¹ia úpravou matíc pomocou ERO prípadne ESO,
zïaleka nevyèerpali. Naopak, táto metóda nás bude v lineárnej algebre neustále spre-
vádza».

Skôr ne¾ pristúpime k ïal¹iemu vyu¾itiu tejto metódy, tentoraz pri výpoète in-
verznej matice, v¹ak bude potrebné si uvedomi», ¾e ERO aj ESO mo¾no realizova»
pomocou násobenia matíc.

7.3.1. Tvrdenie. Nech A 2 Km�n.
(a) Nech B 2 Km�n vznikne z A vykonaním jednej (inak µubovoµnej) ERO. Oznaè-

me E maticu, ktorá vznikne z matice Im vykonaním tej istej ERO. Potom
B = E �A.

(b) Nech C 2 Km�n vznikne z A vykonaním jednej (inak µubovoµnej) ESO. Oznaè-
me F maticu, ktorá vznikne z matice In vykonaním tej istej ESO. Potom
C = A � F .

Dôkaz. Mo¾no overi» priamym výpoètom pre ka¾dý jednotlivý druh ERO resp. ESO.
Ako cvièenie si to skúste napr. pre maticu A typu 3� 2, resp. 3� 3.

©tvorcové matice E 2 Kn�n, ktoré vzniknú z jednotkovej matice In vykonaním
jedinej ERO alebo ESO, nazývame elementárne matice. Posledná veta teda hovorí, ¾e
µubovoµnú ERO (ESO) na maticiAmo¾no realizova» vynásobením maticeA vhodnou
elementárnou maticou E zµava (sprava).

7.4. Výpoèet inverznej matice

Návod na výpoèet inverznej matice k danej ¹tvorcovej matici A 2 Kn�n si mo¾no
najµah¹ie zapamäta» v tvare nasledujúcej schémy:

(A j In)
ERO
���! (In jA

�1):

Tento postup má navy¹e tú výhodu, ¾e sa nemusíme vopred stara», èi inverzná matica
k matici A existuje alebo nie. Ak A�1 existuje, tak ju nakoniec vypoèítame, ak
neexistuje, tak to odhalíme poèas ná¹ho výpoètu a ïalej v òom nebudeme pokraèova».
Celý postup si teraz vysvetlíme trochu podrobnej¹ie.

Bloková matica (A j In) vznikne tak, ¾e matice A a In jednoducho napí¹eme vedµa
seba. Túto maticu teraz budeme upravova» pomocou ERO tak, aby sme v µavej èasti
z maticeA dostali jednotkovú maticu In. Akonáhle sa nám to podarí, matica v pravej
èasti výslednej blokovej matice je u¾ hµadaná matica A�1. Ak sa nám to nepodarí,
t. j. matica A nie je riadkovo ekvivalentná s jednotkovou maticou (èo nastane práve
vtedy, keï h(A) < n, a spoznáme to podµa toho, ¾e sa nám v µavej èasti objaví nejaký
nulový riadok), tak inverzná matica k matici A neexistuje.

Korektnos» uvedeného postupu vyplýva z nasledujúceho oèividného tvrdenia a sku-
toènosti, ¾e ERO mo¾no reprezentova» násobením elementárnymi maticami zµava.
Taktie¾ tu hrá úlohu fakt, ¾e pre B 2 Kn�n platí B = A�1 práve vtedy, keï
B �A = In, uvedený v tvrdení 7.2.3.
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7.4.1. Tvrdenie. Nech A 2 Kn�n a E1;E2; : : : ;Ek 2 K
n�n sú elementárne matice

také, ¾e Ek � : : : �E2 �E1 �A = In. Potom A�1 = Ek � : : : �E2 �E1.

Poznamenajme, ¾e k rovnakému cieµu vedie tie¾ postup reprezentovaný schémou:�
A

In

�
ESO
���!

�
In

A�1

�
:

Rozmyslite si preèo a sformulujte príslu¹né tvrdenie.
Z práve vykonaných úvah vyplývajú nasledujúce tri dôsledky. Posledný z nich je

èiastoèným obrátením odhadu hodnosti súèinu matíc za predpokladu regularity aspoò
jedného z èiniteµov.

7.4.2. Tvrdenie. Matica A 2 Kn�nje regulárna práve vtedy, keï ju mo¾no rozlo¾i»
na súèin A = E1 � : : : �Ek koneèného poètu elementárnych matíc E1; : : : ;Ek 2 K

n�n.

7.4.3. Tvrdenie. Pre µubovoµné A; B 2 Km�n platí:
(a) A je riadkovo ekvivalentná s B práve vtedy, keï existuje regulárna matica

P 2 Km�m taká, ¾e A = P �B;
(b) A je ståpcovo ekvivalentná s B práve vtedy, keï existuje regulárna matica

Q 2 Kn�n taká, ¾e A = B �Q.

7.4.4. Tvrdenie. Nech A 2 Km�n, P 2 Km�m, Q 2 Kn�n, prièom P , Q sú
regulárne matice. Potom

h(A) = h(P �A) = h(A �Q) = h(P �A �Q):

Trochu v¹eobecnej¹ie mo¾no uvedené úvahy pou¾i» na násobenie µubovoµnej matice
vhodného rozmeru maticouA�1 (ak existuje) zµava resp. sprava. Tieto operácie mo¾no
uskutoèni» pre regulárnu A 2 Kn�n a µubovoµné B 2 Kn�m, C 2 Km�n podµa
nasledujúcich schém:

(A jB)
ERO
���! (In jA

�1 �B);

�
A

C

�
ESO
���!

�
In

C �A�1

�
:

E¹te si v¹imnime, ¾e v ¹peciálnom prípade sme nieèo podobné vlastne robili u¾
dávno, pri rie¹ení sústav lineárnych rovní úpravou na redukovaný stupòovitý tvar
pomocou ERO. Aj tento postup toti¾ mo¾no vyjadri» pomocou schémy

(A j b)
ERO
���! (B j c);

ktorá má pre regulárnu A 2 Kn�n tvar

(A j b)
ERO
���! (In jA

�1 � b):

Ako vedµaj¹í produkt na¹ich úvah tak dostávame nasledujúci výsledok o rie¹ení sústav
n lineárnych rovníc o n neznámych.

7.4.5. Veta. Nech A 2 Kn�n, b 2 Kn. Ak A je regulárna, tak sústava A � x = b

má jediné rie¹enie x = A�1 � b.
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7.5. Matica prechodu

Nech V je vektorový priestor nad poµom K a � = (u1; : : : ;un), � = (v1; : : : ; vn) sú
jeho dve bázy. Maticou prechodu z bázy � do bázy � nazývame maticu identického
zobrazenia idV : V ! V vzhµadom na bázy �, �, ktorú znaèíme P�;�. Teda

P�;� = (idV )�;�:

Podµa de�nície matice lineárneho zobrazenia vzhµadom na dané bázy (pozri para-
graf 6.4), ståpce matice prechodu P�;� sú tvorené súradnicami vektorov bázy � vzhµa-
dom na bázu �, t. j. sj(P�;�) = (vj)� pre 1 � j � n. Teda

P�;� =
�
(v1)�; (v2)�; : : : ; (vn)�

�
;

a podµa vety 6.4.1 je táto matica jednoznaène urèená podmienkou transformácie súrad-
níc

(x)� = P�;� � (x)�

pre µubovoµné x 2 V .
Ak do zrejmej rovnosti x = � � (x)� (pozri paragraf 5.3) budeme za x postupne

dosadzova» vektory v1; : : : ; vn bázy �, s vyu¾itím vz»ahu pre ståpce súèinu matíc
z paragrafu 2.3 dostaneme

vj = � � (vj)� = � � sj(P�;�) = sj(� � P�;�)

pre ka¾dé 1 � j � n. Tým sme dostali ïal¹í dôle¾itý vz»ah, ktorý jednoznaène charak-
terizuje maticu prechodu P�;�:

� � P�;� = �:

(Podotýkame, ¾e súèin � � P�;� treba chápa» v zmysle paragrafu 2.3.)
Zhrnutím vykonaných úvah dostávame tri ekvivalentné charakterizácie matice pre-

chodu.

7.5.1. Tvrdenie. Nech �, � sú bázy n-rozmerného vektorového priestoru V nad
poµom K. Potom pre µubovoµnú maticu P 2 Kn�n nasledujúce podmienky sú ekvi-
valentné:
(i) P = (idV )�;�, t. j. P je matica prechodu z bázy � do bázy �;
(ii) (x)� = P � (x)� pre ka¾dé x 2 V ;
(iii) � � P = �.

Z de�nície matice prechodu a vety 6.4.2 okam¾ite vyplývajú nasledujúce rovnosti.

7.5.2. Tvrdenie. Nech �, �,  sú bázy koneènorozmerného vektorového priestoru
V nad poµom K. Potom

P�;� = In; P�;� = P�;�
�1; P�;� � P�; = P�; ;

Z druhej z uvedených podmienok vidno, ¾e matica prechodu P�;� je v¾dy regulár-
na. Taktie¾ naopak, ka¾dá regulárna matica P 2 Kn�n je maticou prechodu medzi
vhodnou dvojicou báz.
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7.5.3. Tvrdenie. Nech V je n-rozmerný vektorový priestor nad K a P 2 Kn�n je
µubovoµná regulárna matica. Nech � = (u1; : : : ;un) je nejaká báza vo V . Polo¾me
vj = P � uj , wj = P�1 � uj pre 1 � j � n, a ïalej

� = (v1; : : : ; vn) = � � P ;  = (w1; : : : ;wn) = � � P�1:

Potom P je maticou prechodu z bázy � do bázy � a taktie¾ z bázy � do bázy , t. j.

P = P�;� = P;�:

©peciálne, P je maticou prechodu z bázy (s1(P ); : : : ; sn(P )) do bázy " = (e1; : : : ; en)
v Kn a taktie¾ z bázy " do bázy (s1(P�1); : : : ; sn(P�1)).

V prípade, keï V = Kn je priestor ståpcových vektorov, mo¾no ka¾dú jeho bázu �
stoto¾ni» s príslu¹nou regulárnou maticou, ktorej ståpcami sú vektory danej bázy. Pri
takomto stoto¾není je návod na výpoèet matice prechodu obsiahnutý v nasledujúcom
tvrdení.

7.5.4. Tvrdenie. Nech � = (u1; : : : ;un), � = (v1; : : : ; vn) sú dve bázy ståpcového
vektorového priestoru Kn. Potom P�;� = ��1 � �.

Dôkaz. Z podmienky � � P�;� = � okam¾ite vyplýva po¾adovaná rovnos».

To nám dáva návod na výpoèet matice prechodu pre bázy �, � vektorového prie-
storu Kn podµa u¾ známej schémy

(� j�)
ERO
���! (In jP�;�) = (" j��1 � �):

7.6. Matice lineárneho zobrazenia vzhµadom na rôzne bázy

V tomto èlánku sa budeme zaobera» vplyvom zmeny báz na maticu lineárneho zob-
razenia, presnej¹ie, vz»ahom medzi maticami daného lineárneho zobrazenia vzhµadom
na rôzne dvojice báz.

7.6.1. Veta. Nech V1, V2 sú koneènorozmerné vektorové priestory nad poµom K,
' : V1 ! V2 je lineárne zobrazenie, �1, �1 sú dve bázy priestoru V1 a �2, �2 sú dve
bázy priestoru V2. Potom

(')�2;�1 = P�2;�2
� (')�2;�1

� P�1;�1 :

Dôkaz. Oznaème A = (')�2;�1
, B = (')�2;�1 matice lineárneho zobrazenia ' vzhµa-

dom na bázy �1, �2, resp. bázy �1, �2. Pre µubovoµné x 2 V1 platí:

B � (x)�1 = ('x)�2 = P�2;�2
� ('x)�2

= P�2;�2
�A � (x)�1

= P�2;�2
�A �P�1;�1 � (x)�1 :

Na základe vety 6.4.1 z toho okam¾ite vyplýva dokazovaná rovnos»

B = P�2;�2
�A � P�1;�1 :
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Poslednú transformaènú formulku si mo¾no najµah¹ie zapamäta» pomocou nasle-
dujúceho diagramu:

(V1;�1)
A

����! (V2;�2)

P�1;�1

x?? ??yP�2;�2

(V1;�1) ����!
B

(V2;�2)

Nezabudnite, ¾e zobrazenia skladáme
"
v obrátenom poradí\, a tomu musí zodpoveda»

aj
"
obrátené poradie\ násobenia matíc!

7.6.2. Príklad. Nech ' : Kn ! Km je lineárne zobrazenie a �, � sú nejaké bázy
priestorov Km resp. Kn. Oznaème A = (')�;�,M = (')"(m);"(n) matice zobrazenia '
vzhµadom na bázy �, � resp. vzhµadom na kanonické bázy "(n), "(m). Podµa poslednej
vety platí:

A = P�;"(m) �M � P"(n);�;

M = P"(m);� �A � P�;"(n) :

Ak stoto¾níme ka¾dú bázu s regulárnou maticou, ktorej ståpce sú vektory tejto bázy,
tak uvedené rovnosti nadobudnú tvar

A = ��1 � Im �M � I�1n � � = ��1 �M � �;

M = I�1m �� �A � ��1 � In = � �A � ��1;

umo¾òujúci priamy výpoèet jednej z matíc A, M na základe znalosti báz �, � a
druhej z nich.

Polo¾me si teraz obrátenú otázku. Za akých podmienok sú matice A; B 2 Km�n

maticami toho istého lineárneho zobrazenia ' : V ! U vzhµadom na nejaké dve
(mo¾no no nie nutne rôzne) dvojice báz koneènorozmerných vektorových priestorov
U , V ? Odpoveï na òu dáva nasledujúca veta.

7.6.3. Veta. Nech U je m-rozmerný a V je n-rozmerný vektorový priestor nad
poµom K. Potom pre µubovoµné matice A; B 2 Km�n nasledujúce podmienky sú
ekvivalentné:
(i) A, B sú maticami toho istého lineárneho zobrazenia ' : V ! U vzhµadom na

nejaké dve (mo¾no no nie nutne rôzne) dvojice báz priestorov U , V ;
(ii) existujú regulárne matice P 2 Km�m, Q 2 Kn�n také, ¾e B = P �A �Q;
(iii) h(A) = h(B).

Dôkaz. Ekvivalencia (i), (ii) je priamym dôsledkom vety 7.6.1 a tvrdenia 7.5.3. Im-
plikácia (ii)) (iii) vyplýva z tvrdenia 7.4.4.

Zostáva dokáza» (iii)) (ii). Oznaème h = h(A) = h(B). Pomocou ERO upravíme
A aj B na redukovaný trojuholníkový tvar A0 = P1 �A, resp. B0 = P2 �B, kde P1,
P2 sú regulárne matice. Zrejme A0, B0 majú rovnaký poèet nenulových riadkov rovný
h. A0 aj B0 mo¾no ïalej pomocou ESO upravi» na blokový tvar

A00 = A0 �Q1 =

�
Ih 0h;n�h

0m�h;h 0m�h;n�h

�
= B0 �Q2 = B00;
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kde Q1, Q2 sú regulárne matice. Staèí pomocou vedúcich prvkov jednotlivých riadkov
vynulova» prípadné ïal¹ie nenulové prvky týchto riadkov a, ak treba, vymeni» poradie
niektorých ståpcov. Potom P1 �A �Q1 = P2 �B �Q2, teda B = P�1

2 �P1 �A �Q1 �Q
�1
2

a matice P = P�1
2 � P1, Q = Q1 �Q

�1
2 sú zrejme regulárne.

Na základe dôkazu tejto vety okam¾ite dostávame závereèný výsledok.

7.6.4. Veta. Pre ka¾dé lineárne zobrazenie ' : V ! U medzi koneènorozmernými
vektorovými priestormi nad poµom K mo¾no zvoli» bázu � priestoru V a bázu �

priestoru U tak, ¾e ' má vzhµadom na bázy �, � maticu v blokovom tvare

(')�;� =

�
Ih 0h;n�h

0m�h;h 0m�h;n�h

�
;

kde n = dimV , m = dimU a h = h(').

Skúste si túto vetu dokáza» priamo a bli¾¹ie ¹peci�kova» bázy � a �. (Návod :
Spomeòte si na dôkaz vety 6.2.3 o dimenzii jadra a obrazu.)


