6. LINEARNE ZOBRAZENIA

A7 doteraz sme sa pri Studiu linearnej algebry sustredili zakazdym na Struktaru jed-
ného, izolovaného vektorového priestoru. Zatial sme si nevybudovali pojmy, ktoré by
nam umoznili §tudium vztahov medzi viacerymi vektorovymi priestormi. V tejto kapi-
tole hodlame zaplnit tito medzeru. Zavedieme a bliZ§ie preskimame pojem linedrneho
zobrazenia, ktory nam umozni porovnavat Struktary roznych vektorovych priestorov
nad tym istym pevne zvolenym polom. Volne povedané, pdojde o zobrazenia medzi
vektorovymi priestormi, ktoré zachovavaja ich linedrnu Struktaru.

6.1. Linearne zobrazenia

Nech U, V st vektorové priestory nad tym istym polom K. Hovorime, 7e ¢: V — U je
linedrne zobrazenie, ak ¢ zachovava operacie vektorového stuctu a skalarneho nasobku,
t.j. ak pre Tubovolné @,y € V, ¢ € K plati

Ako cvicenie si dokazte, ze linedrne zobrazenia zachovavaji nulu a opacné vektory,
t.j. pre lineadrne zobrazenie p: V — U a x € V plati

p(0) =0,  @(sz) = <p(n).

Zrejme pre kazdy vektorovy priestor V identita idy : V' — V je linedrne zobrazenie.
Taktiez pre Tubovolné vektorové priestory U, V nad polom K zobrazenie 0: V — U,
ktoré kazdému vektoru & € V priradi nulovy vektor 0 € U, je linedrne. Komutativnost
operacie sucinu v poli a jeho distributivnost vzhladom na séitanie znamend, Ze pre
[ubovolny pevny skalar a € K je priradenim x +— az definované linearne zobrazenie
K — K. Coskoro sa zozndmime aj s menej trividlnymi prikladmi linedrnych zobrazeni.

No zatial si eSte vS8imnime jednu odliSnost v pouZiti nazvu linearne zobraze-
nie“ v linedrnej algebre oproti matematickej analyze, kde sa pod linedrnou funkciou
R — R rozumie Tubovolnd funkcia tvaru f(x) = az + b, kde a,b € R. Lahko sa
mozno presvedcit, ze takéto f: R — R je linedrne zobrazenie v zmysle naSej defini-
cie prave vtedy, ked b = 0. Neskor zavedieme SirSiu triedu zobrazeni medzi vek-
torovymi priestormi, ktord zahina aj takéto ,, v zmysle matematickej analyzy linedrne*
zobrazenia.

Linearne zobrazenia mozno charakterizovat ako zobrazenia medzi vektorovymi prie-
stormi (nad tym istym polom), ktoré zachovavaji linedrne kombindacie. Jednoduchy
dokaz tohto pozorovania prenechavame ¢itatelovi. (Ndvod: Pozrite sa na dokaz tvr-
denia 4.1.2.)



Z 0. LINEARNE ZUDRALILINIA

6.1.1. Tvrdenie. Nech U, V su vektorové priestory nad polom K a ¢: V — U je
Iubovolné zobrazenie. Nasledujiice podmienky st ekvivalentné:
(i) ¢ je linedrne zobrazenie;
(ii) pre vSetky &,y € V, a,b € K plati ¢(ax + by) = ap(x) + bp(y);
(iii) pre Iubovolné n € N a vsSetky x1,...,x, € V, c1,...,¢, € K plati
(e + ...+ cpey) = cro(®y) + ...+ epp(xy,).

Nasledujuce dve tvrdenia zachytavaji vyznamné vlastnosti linedrnych zobrazeni:
kompozicia linearnych zobrazeni je opit linedrne zobrazenie a obrazy i vzory linear-
nych podpriestorov v linedrnych zobrazeniach s tiez linedArnymi podpriestormi.

6.1.2. Tvrdenie. Nech U, V, W si vektorové priestory nad polom K a: W — V,
@: V — U s linearne zobrazenia. Potom aj ich kompozicia got: W — U je linearne
zobrazenie.

Dokaz. Overime, Ze i zloZzené zobrazenie ¢ o 1) zachovava linedrne kombinacie. Nech
x,y € W,a,be K. S vyuzitim linearity zobrazeni 1) a ¢ postupne dostédvame

(porp)(ax + by) = p(Y(az + by)) = p(ayz + bi)y)
= ap(Px) + bp(Py) = alp oY) (x) + blp o P)(y).

Podla tvrdenia 6.1.1 to znamend, Ze zobrazenie ¢ o 1) je linearne.

6.1.3. Tvrdenie. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K a ¢:V — U je
linearne zobrazenie.
(a) Ak S je linedrny podpriestor priestoru V, tak ¢(S) je linedrny podpriestor
priestoru U.
(b) Ak T je linedrny podpriestor priestoru U, tak ¢~ 1(T) je linedrny podpriestor
priestoru V.

Dokaz. (a) Kedze 0 € S, 0 = ¢(0) € ¢(S). Overime, Ze obraz ¢(S) je uzavrety
vzhladom na linedrne kombinacie. Nech a,b € K, u,v € ¢(S). Potom existuji
x,y € S také, ze u = p(x), v = p(y). S vyuzitim linearity ¢ dostdvame:

au + bv = ap(z) + bp(y) = p(az + by) € ¢(S),

lebo ax + by € S, nakolko S C V je linedrny podpriestor.

(b) Kedze ¢(0) = 0 € T, 0 € ¢~ }(T). Ukadzeme, Ze aj vzor ¢~ 1(T) je uzavrety
vzhladom na linedrne kombinacie. Zvolme a,b € K, x,y € ¢~ 1(T). To znamen4, 7e
o(x), p(y) € T. Z linearity ¢ vyplyva

p(ax + by) = ap(x) + bp(y) € T,

lebo T' C U je linearny podpriestor. Preto az + by € o~ 1(T).

6.1.4. Priklad. Nech K je pole. Distributivnost st¢inu matic vzhladom na ich
stfet a jeho zamenitelnost s operaciou skalarneho nasobku (pozri odstavec 2.2.2)
vlastne hovori, Ze pre pevné m,n,p € N a Iubovolni maticu A € K™*" je pri-
radenim X — A - X definované linearne zobrazenie medzi vektorovymi priestormi
matic K"*P — K™*P, Podobne je priradenim ¥ +— Y - A definované linearne
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zobrazenie KPX™ — KPX"_ Specidlne pre p = 1 je takto definované linedrne zob-
razenie £ — A - x medzi stlpcovymi vektorovymi priestormi K™ — K™, resp.
linedrne zobrazenie y — y - A medzi riadkovymi vektorovymi priestormi K™ — K™.
Neskor uvidime, ze kazdé linedrne zobrazenie medzi konecnorozmernymi vektorovymi
priestormi nad K mé ,,v podstate* takato podobu.

6.1.5. Priklad. Nech K je pole. Pre myn € Napevné 1 <i<m,1<j <mnsu
predpismi A — r;(A), A — s;(A) definované linedrne zobrazenia K™*" — Kx"
resp. K™*" — K™X1 Takisto A — AT je linedrne zobrazenie K™*" — K"X™,

6.1.6. Priklad. Nech V je vektorovy priestor nad polom K, X je mnozina a z € X
je pevne zvoleny prvok. Pripomeiime, ze VX je vektorovy priestor vSetkych funkcii
f: X — V (pozri 1.6.5). Dosadenie prvku x do funkcie f, t.j. priradenie f — f(x), je
linedrne zobrazenie VX — V. Podobne, pre lubovolni podmnozinu Y C X je ziZenie
f — f1Y linedrne zobrazenie VX — VY.

6.1.7. Priklad. Oznac¢me V mnozinu vSetkych konvergentnych postupnosti readlnych
Cisel. Zrejme V je linedrny podpriestor vektorového priestoru RY vietkych postupnosti
realnych ¢isel. Potom zobrazenie V' — R, ktoré postupnosti a = (a,)5>, € V priradi
jej limitu lim,, ,  a,, je linearne.

6.1.8. Priklad. (a) Nech X C R a V oznacuje mnozinu vSetkych zobrazeni X — R,
ktoré maju v pevne zvolenom vnitornom bode a mnoziny X konecnua derivaciu. Zrej-
me V je linedrny podpriestor vektorového priestoru RX. Potom zobrazenie V — R,
ktoré funkcii f € V priradi jej derivaciu f’(a) v bode a, je linedrne.

(b) Nech X C R je lubovolny netrividlny interval. Pripomefime, Zze D(X) oz-
nacuje linedrny podpriestor vektorového priestoru RX, tvoreny vietkymi funkciami
f: X — R, ktoré maji v kazdom bode x € X konecni derivaciu (pozri priklad
4.1.3 (c)). Potom derivécia, t. . priradenie f +— f’, je linedrne zobrazenie D(X) — RX.

6.1.9.Priklad. Pre redlne ¢isla a < b oznacuje C(a,b) linedrny podpriestor vek-
torového priestoru R(®:?) | tvoreny vietkymi spojitymi funkciami f: (a,b) — R (pozri
priklad 4.1.3 (b)).

(a) Urc¢ity integral f +— fab f(z)dz je linedrne zobrazenie C(a, b) — R.

(b) Podobne, na ur¢ity integral ako funkciu hornej medze, ktory funkcii f € C{(a, b)
priradi jej primitivnu funkciu F € C{a,b) dani predpisom

F(:U):/mf(t)dt, (a <z <b),

sa mozno divat ako na linedrne zobrazenie C(a,b) — C(a,b).

6.2. Jadro a obraz linearneho zobrazenia

Nech ¢: V' — U je linearne zobrazenie medzi vektorovymi priestormi nad polom K.
Jeho jadrom nazyvame mnozinu

Kerp = ¢ 10) = {z € V; o(z) = 0}.
Obrazom linedrneho zobrazenia ¢ nazyvame, v zhode s paragrafom 0.3, mnozinu

Imp = (V) ={p(x); z € V}.
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(Oznacenie pochadza z anglickych slov kernel a image.)
Kedze {0} je linedrny podpriestor priestoru U a V je linedrny podpriestor priestoru
V', ako Specialny pripad tvrdenia 6.1.3 dostavame nasledujici vysledok.

6.2.1. Tvrdenie. Nech ¢: V — U je linedrne zobrazenie medzi vektorovymi prie-
stormi nad polom K. Potom Ker ¢ je linearny podpriestor priestoru V a Img je
linearny podpriestor priestoru U.

Pomocou pojmov jadra a obrazu mozno charakterizovat injektivne resp. surjektivne
linedrne zobrazenia.

6.2.2. Veta. Nech ¢: V — U je linearne zobrazenie. Potom
(a) ¢ je injektivne prave vtedy, ked Ker ¢ = {0};
(b) ¢ je surjektivne prave vtedy, ked ITmp = U.

Dokaz. (a) Ak ¢ je injektivne, tak 0 € V' je jediny prvok priestoru V', ktory sa zobrazi
na 0 € U. Teda Ker p = {0}. Naopak, ak ¢ nie je injektivne, tak existuju @,y € V
také, Ze * #y a p(x) = p(y). Potom z <y # 0 a p(z &y) = p(z) Sp(y) =0,
teda & <y € Ker ¢. Inak povedané, Ker ¢ # {0}.

(b) je priamo definicia surjektivnosti.

Treba poznamenat, Ze zakial ¢ast (b) uvedeného tvrdenia je trividlna a plati aj bez
predpokladu linearity zobrazenia ¢, o ¢asti (a) to uz povedat nemozno. Pre vSeobecné
zobrazenie ¢: V' — U by sa totiz mohlo stat, ze 0 € V je jediny prvok, ktory sa
zobrazi na 0 € U, no ¢ aj tak nie je injektivne. Stale by totiz mohol existovat nejaky
vektor 0 # u € U a dva rozne vektory x,y € V také, Ze p(x) = u = ¢(y). Spominané
tvrdenie teda hovori, Ze linedrne zobrazenia maji znacne homogénnu struktiru, takze
ich injektivitu nemusime zistovat ,,v8ade* — dé sa rozpoznat uz podla mnoziny vzorov
jediného prvku 0 € U.

6.2.3. Veta. Nech ¢: V — U je linearne zobrazenie, pricom vektorovy priestor V' je
konecnorozmerny. Potom aj Ker ¢ a Im ¢ st konec¢norozmerné priestory a plati

dimV = dim Ker ¢ + dim Im ¢.

Dokaz. Stac¢i dokazat uvedent rovnost pre dimenzie, koneény rozmer podpriestorov
Ker ¢ a Im ¢ je uz jej dosledkom.

Ozna¢me k = dimKery, | = dimV < k. Zrejme [ > 0. Nech wy,...,u; je ne-
jaka baza priestoru Ker . Doplime ju do bazy wuq,...,ug,v1,...,v; priestoru V.
Potom ¢(u1) = ... = p(ug) = 0. DokadZeme, Ze vektory ¢(v1),...,(v;) tvoria bazu

priestoru Im ¢, z ¢oho uz vyplyva pozadovana rovnost.

Najprv dokazeme, 7ze vektory ¢(v1),...,p(v;) generuji podpriestor Imyp C U.
Kazdy vektor w € Im ¢ moZno vyjadrit v tvare w = ¢(x) pre nejaké € V, ktoré je
vhodnou linearnou kombinaciou € = ajuy + ...+ arur + byv; + ... + bjv; vektorov
uy,..., U, v1,...,0; bazy priestoru V. Potom

w=p(x) =p(aru; + ...+ agug + bvy + ... + bvy)
= a1p(ur) + ...+ agp(ug) + brp(v) + ... + bp(vy)
=bip(v1) + ...+ bp(v),

teda w € [p(v1),...,p(v1)].



0. LINEKARNEKE ZOBRAZLZKINIA o

Zostava dokazat linedrnu nezavislost vektorov ¢(v1),...,¢(v;). Nech ¢q,...,¢ st
skalary také, ze cip(vi) + ... + qp(v;) = 0. Potom ¢(civ1 + ... + qv;) = 0,
teda civ1 + ...+ qv; € Ker . Preto sa tento vektor musi dat vyjadrit ako linedrna

kombinacia civ1 + ... 4+ qv; = diuy + ... + dpug vektorov bazy wuq,...,ur pod-
priestoru Ker . Z linedrnej nezavislosti bazy wq,...,ug,v1,...,v; priestoru V vy-
plyvac; =...=¢ =0=dy; = ... = dy, teda aj nezavislost vektorov p(v1), ..., o(v;).

Dimenziu obrazu Im ¢ nazyvame hodnostou linedrneho zobrazenia ¢ a znacime ju
h(p) = dimIm ¢.

Linearne zobrazenie ¢: V — V vektorového priestoru V' do seba nazyvame linedr-
nym operatorom alebo linedrnou transformdciou.

Ako sme spominali v paragrafe 0.5, transformacia f: X — X konecnej mnoziny
X je injektivna prave vtedy, ked je surjektivna. Ako dosledok prave dokézanej vety
dostavame analogicky vysledok aj pre linearne transformacie kone¢norozmernych vek-
torovych priestorov.

6.2.4. Désledok. Nech p: V. — V je linearna transformacia konecnorozmerného
vektorového priestoru V. Potom ¢ je injektivna prave vtedy, ked je surjektivna.

Dokaz. Nech dimV = n. Potom ¢ je injektivne prave vtedy, ked dimKer¢ = 0, a
surjektivne prave vtedy, ked dim Im ¢ = n. KedZe dim Ker ¢ +dim Im ¢ = n, obe tieto
podmienky s ekvivalenté.

6.3. Linearne izomorfizmy

Bijektivne linearne zobrazenie ¢: V — U medzi vektorovymi priestormi V', U nad
tym istym polom K nazyvame linedrny izomorfizmus. Hovorime, Ze vektorové prie-
story V, U su linedarne izomorfné alebo len kratko izomorfné, oznacenie V' =2 U, ak
existuje nejaky linedrny izomorfizmus ¢: V — U.

6.3.1. Tvrdenie. Nech U, V., W su vektorové priestory nad polom K.
(a) idy : V — V je linearny izomorfizmus.
(b) Ak ¢: V — U je linearny izomorfizmus, tak aj ¢=': U — V je linedrny izomor-
fizmus.
(¢c) Ak p: W — V, ¢: V — U sii linearne izomortfizmy, tak aj o otp: W — U je
linearny izomorfizmus.
Dokaz. (a) je trividlne, (c¢) vyplyva z toho, ze kompozicia bijekcii je bijekcia a kom-
porzicia linedrnych zobrazeni je linedrne zobrazenie. Zostava dokazat (b). Treba overit,
7e inverzné zobrazenie o ~': U — V k linedrnej bijekcii ¢: V — U je tieZ linearne
(jeho bijektivnost je totiZz zrejma).
Zvolme u,v € U, a,b € K. Mame dokazat rovnost
o~ au +bv) = ap™ ! (u) + by~ (v),
ktora je ekvivalentnd s podmienkou
au +bv = p(ap™ ' (u) + bp~ ' (v)).

1

Vdaka linearite ¢ a vztahu ¢ o =" = idy naozaj dostavame

p(ap™ () +bp™ (v)) = app™ ! (u) + by~ (v) = au + bo.

Z prave dokazaného tvrdenia okamzite vyplyva nasledujtci dosledok.
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6.3.2. Dosledok. Pre Iubovolné vektorové priestory U, V, W nad tym istym polom
plati:

(a) V=V;

(b)) VU = UXV;

(c) W2V &V=2U = WxTU.

Hovorime, ze vztah izomorfnosti = je reflexivny, symetricky a tranzitivny, t.j. je
vztahom ekvivalencie. 7 formélneho hladiska s nim teda moZeme naribat podobne
ako so vztahom rovnosti =.

Izomorfné vektorové priestory maji rovnaki struktiru, lisia sa nanajvys oznacenim
svojich prvkov, nie vS8ak vztahmi medzi nimi. Preto ich moZno v pripade potreby
stotoznit, ¢i nahradit jeden vektorovy priestor jeho izomorfnou képiou. Z toho dévodu
je dolezité mat k dispozicii vhodnu triedu vektorovych priestorov nad danym polom,
ktora by pre kazdy vektorovy priestor obsahovala nejaky priestor s nim izomorfny.

6.3.3. Priklad. (a) Nech V je kone¢norozmerny vektorovy priestor nad polom K,
dimV =n a 8 = (vq,...,v,) je nejakd jeho bdza. Potom tvrdenie 5.3.2 vlastne
hovori, ze stradnicové zobrazenie & — (x)g je linedrny izomorfizmus V- — K.

(b) Podobne mozno nahliadnut, Ze (i v nekone¢norozmernom pripade) urcuje Ha-
melova baza X vektorového priestoru V' stradnicové zobrazenie v — (v)x, ktoré je
linedrnym izomorfizmom V — KX (pozri zaver paragrafu 5.5).

Na zaver tohto paragrafu este ukdzeme, Ze typ izomorfizmu daného konec¢noroz-
merného priestoru je jednoznac¢ne urceny jeho dimenziou.

6.3.4. Veta. Nech U, V sii konecnorozmerné vektorové priestory nad polom K.
Potom

V22U & dimV =dimU.

Dokaz. Nech V.2 U a ¢ : V — U je linedrny izomorfizmus. Potom Kery = {0} a
Im ¢ = U Podla vety 6.2.3 o dimenzii jadra a obrazu

dimV =dimKerp +dimImp =0+ dimU = dimU.

Naopak, nech dimV = dim U = n. Podla prikladu 6.3.3 (a) plati V = K™ 2 U.

Teda kone¢norozmerny vektorovy priestor V nad polom K je izomorfny so stip-
covym (no rovnako aj s riadkovym) vektorovym priestorom K" prave vtedy, ked
n = dimV. Pritom kazda baza 3 priestoru V urcuje jeden takyto izomorfizmus
V — K™ — je nim stradnicové zobrazenie & — (x)g.

6.4. Matica linearneho zobrazenia

Uvazujme nejaké linedrne zobrazenie ¢: K™ — K™. V priestore K" mame kanonickt
bazu e = (ey, ..., e,). Kedze obrazy ¢(e;) vektorov tejto bazy su stlpcové vektory
z priestoru K", mozeme vytvorit maticu

A =(p(e1),...,p(en)) € K™,
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ktorej stipcami s préve tieto vektory, t.j. plati s;(A) = ¢(e;) pre 1 < j
Uk4Zeme, ako mozno obraz ¢(x) lubovolného vektora ¢ = (x1,...,7,)T € K™ vy-
pocitat len zo znalosti tejto matice. Uvedomme si, Ze * = z1e; + --- +
pocitajme

o(x) =p(rie1 + ...+ zpe,) =x10(€1) + ... + TR(E4)
:(Sl(A),,Sn(A)) A x

T

Teda kaZdé linedrne zobrazenie ¢: K™ — K™ ma tvar p(x) = A - x pre vhodni
maticu A € K™*". Kedze kazdy konec¢norozmerny vektorovy priestor nad polom
K je izomorfny s priestorom K™ pre n = dimV, pri volbe pevnych baz v konec¢no-
rozmernych priestoroch U, V' bude mozné lubovolné linearne zobrazenie ¢: V. — U
zakodovat pomocou vhodnej matice A.

Nech U, V st konecnorozmerné vektorové priestory nad polom K, dimU = m,
dmV =naa=(uy,...,un), B = (v1,...,v,) st bazy v U, resp. vo V. Maticou
linedrneho zobrazenia p: V — U vzhladom na bdzy (3, a nazyvame maticu

A= (1) s ($0)a) € K™,

ktorej stlpce st tvorené stradnicami obrazov ¢(v;) vektorov bazy @ vzhladom na
bazu e, t.j. plati 5;(A) = (pv;)a pre 1 < j < n. TGto maticu znacime tiez

A= (90)01,,3'

(Vsimnite si obratené poradie znakov baz vo¢i poradiu vektorovych priestorov v ozna-
¢eni zobrazenia ¢: V — U.)

Maticu A zo zaciatku tohto paragrafu by sme teda mohli nazvat maticou linedrneho
zobrazenia ¢: K™ — K™ vzhladom na kanonické bdazy €™, (™). Pokial nepovieme
inak, budeme pod maticou linedrneho zobrazenia ¢: K™ — K™ medzi stipcovymi
vektorovymi priestormi vzdy rozumiet maticu (¢).(m) ¢n) zobrazenia ¢ vzhladom na
kanonické bazy.

Pokial budeme sktimat linearne transformacie ¢: V' — V kone¢norozmerného vek-
torového priestoru V', budeme vi¢Sinou vzory i obrazy vektorov z V' vyjadrovat v tej
istej baze. Maticou linedrnej transformdcie ¢: V — V vzhladom na bazu a priestoru
V teda rozumieme maticu (¢)q,co-

Pri dokaze nasledujicej vety bude potrebné si uvedomit, ze (v;)g = egn) pre
fubovolny vektor v; bazy B = (vi,...,v,) priestoru V. Z toho je zrejmé, ze pre
kazda bazu B n-rozmerného vektorového priestoru V plati

6.4.1. Veta. Nech ¢: V — U je linearne zobrazenie medzi konecnorozmernymi vek-
torovymi priestormi nad polom K, dimV =n, dimU = m a «, (3 st bazy priestorov
U resp. V. Potom pre vsetky € V plati

(‘Pw)a = (‘P)a,,@ ’ (w)ﬁ

a A= (p)a,g je jedind matica s touto vlastnostou.
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Dékaz. Nech B = (v1,...,v,). Zvolme Tubovolny vektor € V' a oznatme (x)g =

(1,...,2,)T, teda * = z1v; + -+ + T,v,. Podobne ako v §pecidlnom pripade zo

zaciatku tohto paragrafu, i teraz dostavame

p(x) = p(r1v1 + ... + TpV) = T10(V1) + ..+ Trp(Vn),
(‘Pm)a = (l'l(P(’vl) +oo+ wn@(vn))a = wl(govl)a +.oo0+ l'n(govn)a
Z1
= ((‘Pvl)aa <y (Qo'vn)a) : = (‘P)a,ﬁ ) (m)ﬁ

T

Zostava ukazat, Ze pre lubovolni maticu A € K™*"™ plati

(Ve eV)((pz)a=A (z)s) = A= (¢as
Za uvedeného predpokladu volbou ¢ = v; dostavame
(pvj)a = A-(vj)p=A-e; =s;(A)
pre kazdé 1 < j < n. Teda matice A a (¢)q g maji rovnaké stipce, preto sa rovnaji.

Matica (¢)aq,g linedrneho zobrazenia ¢: V' — U z n-rozmerného vektorového prie-
storu V' do m-rozmerného vektorového priestoru U nad polom K vzhladom na bazy
B, a je teda medzi vSetkymi maticami A € K™*" jednoznac¢ne urcena podmienkou

(pz)a = A-(z)p

pre kazdé x € V.

Dalej si ukdZeme, Ze skladanie linedrnych zobrazeni zodpoved4 nasobeniu matic, ¢o
umoziuje vypocitat maticu kompozicie linedrnych zobrazeni pot len zo znalosti matic
jednotlivych zobrazeni ¢ a 1. Tento vysledok definitivne ,,ospravedlnuje“ spésob, akym
sme sucin matic definovali v odstavci 2.2.2.

6.4.2. Veta. Nech U, V, W sii konecnorozmerné vektorové priestory nad polom K,

«a je baza U, B je baza V a + je baza W. Potom pre lubovolné linearne zobrazenia
v W =V, p: V= U plati

((,0 © 'Qb)a,'y = ((p)a,ﬂ ) (¢)ﬂ,’¥'

Dékaz. Oznaéme A = (¢)q,p maticu linedrneho zobrazenia ¢ vzhladom na bazy (3,
a a B = (¢)g, maticu linedrneho zobrazenia ¢ vzhladom na bazy -, 8. DokaZzeme
rovnost

(pot))ay=A-B.
Na zéklade definicie matic A, B pre Iubovolné x € U plati
((pov)z), = (e(va)), = A- (Y)s
=A- (B (x)y) =(A-B) ().
KedZe matica kompozicie ¢ o 9 vzhladom na bazy 4, a je podla vety 6.4.1 touto
podmienkou urc¢end jednoznacne, dokaz je hotovy.

V nasledujtcich prikladoch sa zoznamime s niekolkymi dolezitymi linedrnymi trans-
forméciami roviny R? a ich maticami vzhladom na kanonickt bazu € = (eq, e3).
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6.4.3. Priklad. Otocenie roviny okolo pociatku o uhol o € R je linearne zobrazenie
R,: R? — R2. Homogenita je zrejm4 na prvy pohlad. O aditivite sa presved¢ime
nasledujiicou ivahou. Ak oto¢ime rovnobeznik vektorov &,y € R? o uhol «, dostane-
me tak rovnobeznik prislichajici vektorom R, (x), R, (y). Pritom uhlopriecka prvého
rovnobe’nika prejde na uhlopriecku druhého. Teda R,(x + y) = Rq(x) + Ra(y)
(nakreslite si obrézok). Maticu tohto linedrneho zobrazenia vzhladom na kanonick
bazu € budeme znacit rovnako R, teda pre € R? budeme pisat R,(x) = R, - T.
Jej stipce ziskame otocenim vektorov e; = (1,0)T, ey = (0,1)T o uhol a. Z definicie
goniometrickych funkcii sinus a kosinus pomocou jednotkovej kruznice priamo dosta-

vame
- .
CoSs & CcoSs (5 + a) &sin o
Ra €1 = . , Ra s €y = . o = .
sin ¢ sin (— + a) COS (¢
To znamena, Ze

cosa “sino

sine  CoS«

a obrazom lubovolného vektora (z,y)T € R? v otofeni R, je vektor
<a:> <$cosa<:>ysina>
R, - = . .
Y T sin o + Yy cos«

6.4.4. Priklad. Osovd simernost roviny podla lubovolnej priamky prechadzajtce;
pociatkom definuje zobrazenie S,: R?> — R2, kde o € R je uhol, ktory zviera os
simernosti s osou . Obdobnou tvahou ako v pripade oto¢eni mozno nahliadnut, Ze i
S, je linedrne zobrazenie. Jeho maticu vzhladom na kanonickt bazu € budeme znacit
rovnako S,. Zrejme matica simernosti podla osi z je

S 1 0
0 pum—
0 <1
7 ’ 9 v 9 ;. v . . , .
a osovu sumernost S, mozno dostat ako kompoziciu otocenia R_, osovej simernosti

Sy a otocenia R, t.].
So=R,-Sp-R_,.

Po vynésobeni prislusnych matic z toho s vyuzitim par trigonometrickych vzorcov

dostavame
g _ [ ¢os 200 sin2«
* \sin2a ©cos22a )’

Teda osova stimernost S, zobrazi vektor (x,y)T € R? do vektora
(a:) <$cos2a+ysin2a>
Sa - = . :
Y 2 sin 2a &y cos 2«

6.4.5. Priklad. Rowvnolahlost alebo tiez homotetia so stredom v pociatku a s koe-
ficientom podobnosti 0 # ¢ € R je opit linedrne zobrazenie R? — R? s maticou
cI>, = diag(c, ¢). Tento priklad moZno zrejmym sposobom zovSeobecnit na lubovolni
dimenziu n.
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6.4.6. Priklad. Skosenie v smere osi x s parametrom a. Pre Tubovolné a € R je

priradenim
r\ x (1 0) (=
v y) \Nar+y) \a 1 Y

definovana linedrna transformécia roviny, ktora postuva kazdu jej ,vodorovnua vrstvu*
{(z,y); y = s}, s € R, o vektor ase; (nakreslite si obrazok). Analogické linedrne trans-
formacie funguju aj vo viacrozmernych priestoroch R® ako aj v kone¢norozmernych
vektorovych priestoroch nad Tubovolnym polom.

6.4.7. Priklad. Galileova transformdcia ,roviny“, alebo skor ,casopriamky“ R2 je
z forméalneho hladiska totoZna so skosenim v smere ¢asovej osi t s parametrom a = <v:

t'=t s YN _ (1 0\ [t
T = vt + 1, a ) \ev 1 )’

Ak k tymto rovniciam eSte doplnime y’ = y, 2’ = 2, dostaneme Galileova transfor-
méciu ,¢asopriestoru® R*. Vektor (t,z,y, 2)T interpretujeme ako stradnice ¢asu (t)
a polohy (x,y, z), ktoré nejakej okamzitej bodovej udalosti v trojrozmernom fyzikal-
nom priestore priradi pozorovatel P, a vektor (t/,2',5', 2")T ako stradnice, ktoré jej
priradi pozorovatel P’, ktory sa vzhladom na P pohybuje rovnhomerne priamociaro
rychlostou v v smere osi z (pri¢om pociatky ich stradnych ststav st zhodne stanovené
okamihom a miestom ich stretnutia, kedy tiez splyvaji ich prislusné staradné osi).
Galileova transforméacia potom udava vztah medzi tymito suradnicami, ku ktorému
dospejeme na zaklade principov klasickej mechaniky. Je v nej zachyteny newtonovsky
princip absolitneho ¢asu a priestoru, rovnakého pre vSetkych pozorovatelov nezavisle
od ich pohybu, a galileovsky princip relativnosti pohybu, ktory sa prejavuje v rovno-
cennosti stiradnych stustav [ubovolnych navzajom rovnomerne priamociaro sa pohy-
bujucich pozorovatelov. Je zname, Ze Galileova transformécia sa velmi dobre zho-
duje so skutocnostou pre rychlosti v z ,bezného Zivota“, ktoré st malé v porovnani
s rychlostou svetla. Pre rychlosti blizke rychlosti svetla vSak straca svoju platnost a
treba ju nahradit tzv. Lorentzovou transforméciou, s ktorou sa zozndmime neskor.

6.5. Priestory linearnych zobrazeni

Nech U, V st vektorové priestory nad polom K. Ak zabudneme na Struktiru vek-
torového priestoru vo V, t.j. V budeme povazovat len za mnoZinu, moézeme vytvorit
vektorovy priestor UY wvietkijch zobrazeni f: V — U s operaciami su¢tu a skalarneho
nasobku definovanymi po zlozkach (pozri odstavec 1.6.5). Potom pre mnozinu L(V, U)
vietkych linedrnych zobrazeni ¢: V — U, samozrejme, plati L(V,U) C UV.

6.5.1. Tvrdenie. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K. Potom L(V,U)
je linearny podpriestor vektorového priestoru UY . Teda L(V,U) je vektorovy priestor
nad polom K.

Dokaz. Treba overit, Ze pre Tubovolné a,b € K linedrna kombinacia 9 = ap + by
linedrnych zobrazeni ¢, : V — U, definovana pre € V predpisom

d(x) = ap(z) + by (@),
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je tieZ linedrne zobrazenie ¥: V — U. Zvolme ¢,y € V, ¢,d € K. Priamym vypoc¢tom
dostavame

J(cx + dy) = ap(cx + dy) + bip(cz + dy) = a(cp(x) + dp(y)) + blcy(x) + dib(y))
= c(ap(x) + bp(x)) + d(ap(y) + b (y)) = cd(x) + di(y).

Teda ¥ € L(V,U).

6.5.2. Tvrdenie. Nech U, V st kone¢norozmerné vektorové priestory nad polom K
adimU =m, dimV = n. Potom

L(V,U) = K™*n,

teda dim L(V,U) = mn.

Dokaz. Zvolme bazy « v priestore U a 3 v priestore V. Z vysledkov predchadzajiceho
paragrafu vyplyva, Ze priradenie ¢ — (¢)q,g je bijekcia L(V,U) — K™*". Staci teda
dokézat, Ze je to aj linedrne zobrazenie, to znamend, Ze pre a,b € K, o, € L(V,U)
plati

(a‘P + bw)a,,@ = a(‘P)a,,@ + b(?,b)a“g.

To je vSak zrejmé. Citatelovi, ktory ma nejaké pochybnosti, odpori¢ame, aby si
jednoduchym vypoctom porovnal stipce matic na lavej a pravej strane.

Na maticu (¢)a,s sa teda mozno divat ako na stradnice vektora ¢ € L(V,U)
v priestore K™*" vzhladom na dvojicu baz 3, a.

Linearne zobrazenie ¢: V' — K 7z vektorového priestoru V' do pola K sa nazyva
linedrny funkciondl alebo linedrna forma na V. Vektorovy priestor L(V, K) vSetkych
linedrnych foriem na V' sa nazyva dudlny priestor alebo len kratko dudl vektorového
priestoru V. Budeme pouZivat oznacenie L(V, K) = V*

Kedze v poli K budeme vzdy uvaZovat len kanonick bazu pozostavajicu z jediné-
ho vektora 1 € K, Tubovolna baza 3 v kone¢norozmernom priestore V urcuje linedrny
izomorfizmus V* — V dany predpisom ¢ — (¢)1 8. Tym sme dokdazali nasledujtce
tvrdenie.

6.5.3. Tvrdenie. Pre Iubovolny konec¢norozmerny vektorovy priestor V nad polom
K platiV* 2 V.

Uvedomme si, ze matica (¢)1,g linedrneho funkciondlu ¢: V. — K je riadkovy
vektor z priestoru K1X™. To nam odkryva novy pohlad na vektorovy priestor riad-
kov K% Pri volbe kanonickej bazy e v stipcovom priestore K™*! mozno riadkovy
priestor K*" stotoznit s dudlom (K”Xl)* stipcového priestoru K™*1.

Este raz podciarknime, ze izomorfizmus kone¢norozmerného priestoru V a jeho
dudlu V* zavisi od vyberu bazy vo V. Na druhej strane, pre Iubovolny vektorovy
priestor V mozno definovat kanonické, t.j. od vyberu bazy nezavislé zobrazenie z prie-
storu V' do jeho druhého dudlu V** dané predpisom x — &, kde

prexecV,pec V"™
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6.5.4. Veta. Nech V je vektorovy priestor nad polom K. Potom
(a)  — T je injektivne linedrne zobrazenie V. — V**;
(b) ak V je konec¢norozmerny, tak x — Z je linedrny izomorfizmus V- — V**.

Doékaz. Najprv ukdzeme, Ze pre kazdé x € V vobec plati £ € V**, t.j.  je linedrny
funkcional na priestore V*. Pre ¢,¢ € V* a,b € K jednoduchy vypocet dava

T(ap + bp) = (ap + bip) (x) = ap(x) + by () = aZ(p) + T (V).

(a) Pre ¢ € V ozna¢me T = n(x). Dokazeme, ze n: V' — V** je linearne zobrazenie.
Zvolme x,y € V ¢,d € K. Treba overit, ze zobrazenia n(cx + dy) a cn(xz) + dn(y)
sa rovnaju, t.j. ze kazdému ¢ € V* priradia tu isti hodnotu. Pocitajme

n(cz + dy)(p) = p(cx + dy) = cp(x) + dp(y)
= cZ(p) + dy(p) = (en(z) + dn(y))(p)-

Injektivnost zobrazenia n spozname podla jeho jadra. Staci si uvedomit, Ze pre Tubo-
volné 0 # x € V existuje ¢ € V* také, ze p(x) # 0 (rozmyslite si preco). Potom

n(x)(p) = z(p) = p(x) # 0,

teda n(x) sa nerovna identicky nulovému zobrazeniu 0: V* — K, ktoré je nulou vo
V**. Preto & ¢ Kern pre x # 0, ¢ize Kern = {0}.

(b) Ak V je kone¢norozmerny, tak s vyzitim vety 6.2.3, uz dokdzanej Casti (a) a
tvrdenia 6.5.3 dostavame

dimImn =dimV &dimKern = dimV = dim V* = dim V**.

Preto 7 je i surjektivne.

Teda kazdy vektor & € V definuje linedrny funkciondl £ na dudlnom priestore
V*. Pritom konec¢norozmerny vektorovy priestor V mozno prostrednictvom priradenia
x — T prirodzene stotoznif s dudlom priestoru V*. Napr. stlpcovy priestor K™*1
mozno tak stotoznit s dudlom riadkového priestoru K'*™. Vo vieobecnom pripade
mozno V stotoznit s linedrnym podpriestorom Imn = {Z; £ € V} jeho druhého
dudlu V**.

Pozndmka. Prostriedkami, ktoré presahuju ramec tohto kurzu, mozno dokazat, Ze
V 2V*aV 2 V* pre kazdy nekonecnorozmerny vektorovy priestor V. Zjednodusene
povedané, dudl V* je vzdy ,podstatne viacsi“ nez povodny priestor V a druhy dual
V** je ,eSte viacsi“. Teda ani @ — T nemdze byt surjektivne zobrazenie V — V**,



