10. DETERMINANTY

V tejto kapitole zavedieme determinanty Stvorcovych matic Tubovolného rozmeru nxn
nad pevnym polom K, preskiimame ich zékladné vlastnosti a nauc¢ime sa ich pocitat.
Taktiez si ukdzeme niekolko prikladov ich vyuzitia.

Citatel sa pravdepodobne uZ na strednej $kole stretol s determinantmi redlnych
matic rozmerov 2 X 2 a 3 x 3. Mozno tieZ vie previest vypocet determinantov vyssich
radov na vypocet determinantov nizsich rdadov pomocou ich rozvoja podla nejakého
riadku alebo stlpca. So vSeobecnou definiciou determinantu sa vSak asi dosial nestre-
tol. Ako ¢oskoro uvidime, nie je to nijako priezra¢na definicia a na prvy pohlad urcite
nepdsobi ,,prirodzenym* dojmom. KedZe nechceme, aby tato definicia ,spadla z neba®,
nas vyklad za¢neme pomerne dlhym tvodom, ktory méa posluzit ako jej motivécia.

10.1. Orientovany objem a multilinérne alternujice funkcie

Na zaciatok si polozme prirodzent otazku: Ako vyzeraju vzorce pre plo$ny obsah
rovnobeznika v rovine v R?, ktorého dve susedné strany tvoria vektory u = (uy, us)?,
v = (v1,v2)T, resp. pre objem rovnobeznostena v priestore R3, ktorého tri susedné
hrany tvoria vektory u = (uy, us, u3)?, v = (v1,v9,v3)T, w = (w1, wa, w3)T'?

Vzorce, ktoré by vyjadrovali prisluSny obsah alebo objem len pomocou stradnic
vektorov w, v resp. u, v, w, asi len tak z rukdva nevysypeme, modzeme sa vsak
pokusit ich odvodit. Najschodnejsia cesta vedie cez ujasnenie si vlastnosti, ktorym
by mali takéto vzorce vyhovovat. Uvidime, Ze tieto vlastnosti uZ jednoznacne (aZ
na volbu jednotkového obsahu ¢i objemu) urc¢uji hladané vzorce nielen v rovine ¢i
v trojrozmernom priestore, ale mozno ich bezprostredne zovSeobecnit na n-rozmerné
vektorové priestory K™ nad Iubovolnym polom K, hoci tu pojem ,n-rozmerného ob-
jemu“ straca svoj nazorny geometricky vyznam.

Ozna¢me teda P(X) obsah rovinného ttvaru X. Zrejme P(X) je vidy nezaporné
redlne ¢islo a pre zhodné atvary X, Y plati P(X) = P(Y). Obsah je navySe aditivny,
t.j. pre utvary X, Y také, ze P(XNY) =0, plati P(XUY) = P(X)+ P(Y). Konecne,
P(X) = 0 pre lubovolni tsecku X.

Obsah rovnobeznika {au + bv; a,b € (0,1)} uréeného vektormi u, v € R? budeme
znait P(u,v). Z prave sformulovanych vlastnosti obsahu vyplyvaji rovnosti

P(u,v) = P(v,u), P(cu,v) = |¢|P(u,v)

pre Tubovolné u,v € R?, ¢ € Z. Situdcia pre ¢ = 3 je znidzornena na nasledujicom

obrazku.
u 3u
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Platnost druhej rovnosti pre vSetky ¢ € Q moZno uZ z toho jednoducho dokézat
(sktiste sami). S jej platnostou pre vSetky ¢ € R je to uz trochu zloZitejsie — zaklada
sa na istych tvah o ,spojitosti“ obsahu —, a tak jej radsej uverime bez dokazu.

Pozrime sa teraz na dalsie dva obrazky. (Podotykame, Ze oba znazorhuju situdciu
v rovine, teda pri pohlade na ne treba potladit priestorové videnie, ktoré sa nam
mimovolne otvara.)

E B C B

N\

0] T D

V prvom pripade urcuju vektory x + y, v rovnobeznik OABC, vektory y, v
rovnobeznik ODEC a rovnobeznik vektorov @, v je zhodny s rovnobeznikom DABE.
Zo zhodnosti trojuholnikov OAD, C'BE potom na zaklade uvedenych vlastnosti ob-
sahu vyplyva rovnost

P(x+y,v) = P(x,v) + P(y,v).

V druhom pripade urcuju vektory x, v rovnobeznik OABC, vektory x + y, v
rovnobeznik ODEC a rovnobeznik vektorov y, v je zhodny s rovnobeznikom DABE.
Zo zhodnosti trojuholnikov ODA, CEB vyplyva P(z,v) = P(x + y,v) + P(y,v),
teda

P(x+y,v) = P(x,v) &P(y,v).

To je v porovnani s prvym pripadom neprijemné prekvapenie, urcite by sme dali
prednost rovnakej formule. V&imnime si vSak , Ze ,kratSie otocenie* vektora y do
vektora v je orientované proti ,krat$im otoceniam® vektorov x aj = + y do vektora
v. V druhom pripade by sa nam preto hodilo, aby ,,obsah“ rovnobeznika urceného
vektormi y, v mal z toho dévodu opac¢né znamienko ako obsahy rovnobeznikov pri-
sliachajucich vektorom @, v resp.  + y, v. Tento ciel moZno dosiahnut, ak namiesto
plosného obsahu vektorovych rovnobeznikov budeme uvazovat ich orientovany plosny
obsah, ktory meni znamienko zdmenou poradia dvoch vektorov, teda moze nadobi-
dat aj zaporné hodnoty. Pévodny nezaporny plosny obsah potom dostaneme ako ab-
solitnu hodnotu orientovaného obsahu. Tento pristup ndm navySe umozni zbavit sa
absolatnej hodnoty v rovnosti P(cu,v) = |¢|P(u,v).

Podobnymi uvahami, ktoré by si vSak vyziadali trochu zlozitejsie obrazky, ten-
tokrat znazoriujliice naozaj priestorové situdcie, by sme mohli dospiet i k potrebe
skimat orientovany objem rovnobeznostena {au + bv + cw; a, b, c € (0,1)} uréeného
vektormi u, v, w v trojrozmernom priestore R3, pripadne orientovani n-rozmerni
objem rovnobeznostena {ajui + ...+ apty,; a1,...,a, € (0,1)} urdeného vektormi
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U1,...,Uy vV n-rozmernom priestore R™ (pre n > 3 vSak bez moznosti sprostredkovat
si geometricky vhlad obrazkami).

Pre citatela, ktory sa uZ stretol s vektorovym sicinom v R3, poznamenajme, Ze
orientovany n-rozmerny objem sa sprava do znac¢nej miery podobne. Vektorovy sicin
u X v dvoch vektorov u,v € R3, je vektor kolmy na rovinu [u, v], ktorého dlzka sa
rovna plosnému obsahu rovnobeznika vektorov w, v a orientacia je danad pravidlom
pravej ruky (ak polozime dlaii pravej ruky malickom na vektor u tak, Ze zakrivené
prsty smeruju k vektoru v po obliuku zodpovedajicom uhlu < 180°, vztyceny palec
ukazuje smer aj orientaciu vektora w x v). Z toho dovodu u x v = (v x u).

Ak nahradime realne ¢isla Tubovolnym polom K, vykonané tivahy nas privadzaja
k nasledujicim definiciam. Nech V' je vektorovy priestor nad polom K a1 <n € N.
Hovorime, ze zobrazenie F': V" — K je

(a) n-linedrne alebo tiez multilinedrne, ak pre kazdé 1 < j < n a lubovolné vektory
Uiyoooy, Uj_1,Ujt1,. .., U, €V priradenie

x— F(uy,...,uj_1,%,Ujt1,...,Up)
definuje linearne zobrazenie V — K, t.j. pre vSetky ¢,y € V, a,b € K plati

F(uq,...,uj_1,0x + by, uji1,...,Uy)

=aF(u1,...,Uj—1, T, Ujt1,...,Up) FOF (U1, ..., Uj—1,Y, Ujt1,...,Up);

(b) antisymetrické alebo tiez alternujice, ak pre vSetky 1 < i < j < n a Tubovolné
vektory wi,...,u, € V plati

Fluy, ..., ..., %j,...,up) = SF(U1,...,Uj, ..., Ui, ..., Uy).

Inak povedané, F': V™ — K je n-linedrne, ak dosadenim Iubovolnych n <1 pevnych
vektorov na akékolvek miesta do F' dostaneme linedrne zobrazenie v zvySnej volnej
premennej; F' je antisymetrické, ak zdmenou poradia fubovolnych dvoch argumentov
v F' sa hodnota vysledku zmeni na opacn.

Cielom nasich tivah teda bolo ¢itatela presvedcit, ze n-rozmerny orientovany objem
v R” je multilinedrna alternujtica funkcia

R" x...xR*" > R
—————

n-krat

Dalej budeme vyuzivat nasledujice vlastnosti alternujicich, resp. alternujtcich
multilinedrnych zobrazeni. Pripomenme, Ze pole K mé charakteristiku 2, ak v nom
plati 1+1 = 0 ¢o je ekvivalentné s podmienkou (Va € K)(a = <a). Prikladom takého
pola je Zy (pozri paragraf 1.2). Ak char K # 2, tak (Va € K)(a =<a = a =0).

10.1.1. Lema. Nech F: V"™ — K je alternujuca funkcia, uy,...,u, € V a o je
Iubovolné zobrazenie mnoziny {1,...,n} do seba.

(a) ak o je permutdcia, tak F'(wy(1),..., Us(n)) = (Dl F(uy,. .. uy,);

(b) ak o nie je permutécia a char K # 2, tak F'(ug(1),.. ., Us(n)) = 0.

Dokaz. (a) Staci si uvedomit, Ze |o| oznac¢uje najmensi pocet traspozicii (t.]. vymien
poradia dvojic), z ktorych mozno zlozit permutédciu o (pozri paragraf 0.5).
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(b) Ak o nie je permutdcia, tak o(i) = o(j), preto tieZ uq) = uq(j), pre nejaké
1 <1< 5 <n.Oznacme vy = Uy (k) Pre 1 < k < n. Potom v; = v; a
F(vi,...,vi,...,0,...,0,) = F(v1,...,05,...,0,...,0,)

= &F(v1,...,0i,...,0j,...,0p),

¢o mé v poli charakteristiky # 2 za nasledok F(v1,...,v;,...,9j,...,v,) = 0.

10.1.2. Lema. Nech char K #2 a F': V" — K je multilinearna alternujiica funkcia.
Potom pre Iubovolné vq,...,v, € V plati:
(a) Pripocitanim skalarneho nasobku nejakého z vektorov k inému vektoru sa hod-

nota F(vy,...,v,) nezmeni, t.j. pre lubovolné ¢ € K a i,j < n plati
F(vy,...,vi,...,05 +cv;,...,0,) = F(v1,...,0,...,0j,...,0p).
(b) Ak si vektory vy, ..., v, linedrne zavislé, tak F(vi,...,v,) =0.

Dokaz. (a) Priamym vypoc¢tom s pouzitim multilinearity a lemy 10.1.1 dostavame

F(vi,...,vi,...,0; + cv;,...,0,)
=F(vi,...,0,...,05,...,0,) + cF(v1,...,0,...,0;,...,0p)

=F(vi,...,0i,...,0j,...,0,)

(b) Ak st vektory wvy,...,v, linedrne zavislé, tak niektory z nich, povedzme vy,
je linedrnou kombindaciou ostatnych, teda vy = ), £k CiVi pre vhodné skalary c;.
7 multilinearity F' a z lemy 10.1.1 potom vyplyva

F(vy,..., 0k, ...,0,) = ZciF(vl,...,'vi,...,vn) =0,
i#k
lebo v kazdom z uvedenych vyrazov F(vy,...,v;,...,v,) sa vektor v; vyskytuje ako
argument na z-tom aj na k-tom mieste.

Pozrime sa teraz blizsie, ako vyzeraju vSetky bilinearne (t.]. 2-linedrne) alternujtce
funkcie F': K2 x K2 — K? nad polom K charakteristiky # 2. Zvolme Tubovolné
vektory 4 = uje; + uses, v = vie; + vaes z K2. Ak dvakrat po sebe vyuZijeme
bilinearitu a na zaver antisymetriu F', postupne dostaneme

F(u,v) = F(uie; + uses, v) = u1 F(ey,v) + usF(ez, v)
= ulF(el, vi1€e1 + 0262) + ’U,zF(ez, vi1€e1 + ’U262)
=uyvi1F(e1,e1) + uivaF(eq, e3) + uavi F ez, e1) + ugvaF (€2, €2)

Uy U1

= F(el, 82)(U11)2 <:>’U,2’U1) = F(el, 62) Vo

Y

kde vyraz
Uy U1

= U1V2 SUQV1
Uz V2
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o SO . . . Uy v
Citatel uz iste pozna ako determinant matice (u,v) = <u1 v1> € K2x2,
2 V2

Podobnym sposobom moZno odvodit aj tvar Tubovolnej n-linedrnej alternujtcej
funkcie F': K"*" — K (i teraz, ako obycCajne, prirodzene stotozhujeme n-ti karte-
zidnsku mocninu (K™)™ stipcového vektorového priestoru V = K™ s priestorom matic
K™*™). Nech A = (a;;) € K™ ™ je matica so stlpcami

n

Sj(A) = aij€1 + ...+ Upj€n = E a5 €.
1=1

S vyuzitim n-linearity F' pre kazdy z n stlpcov matice A mozno vyraz F(A) postupne
roznasobit, ¢im dostaneme stucet n™ ¢lenov tvaru

Ug(1)1- - Co(n)nF (€s(1)s - - > €a(n));

z ktorych kazdy zodpoveda jednému zobrazeniu o mnoziny {1,...,n} do seba. Podla
lemy 10.1.1 s¢itance prislichajice zobrazeniam o ¢ S,, s vSetky rovné 0 a pre o € S,
plati

F(es(1),---»€0(n)) = (<:>1)|”|F(el, ceey€n).

Zaverom tak dostavame

F(A) = F(elv s en) Z (<:>1)|J|atr(1) 1---8o(n)n
o€S,

= F(In) Z (<:>1)|U|aa(1) 1---Qo(n)n>
o€ES,

kde prislusna suma obsahuje n! s¢itancov, jeden pre kazda permutaciu o € S,,.

Ak by sme chceli vysledky 10.1.1(b) a 10.1.2, ako aj uvedeny tvar zobrazenia F
odvodit aj pre polia charakteristiky 2, museli by sme k podmienkam multilinedrnosti
a antisymetrie zobrazenia F': V™ — K pripojit eSte tretiu, pre orientovany objem
z geometrického nazoru lahko odovodnitelni podmienku: ak sa niektoré dva z vek-
torov vy,...,v, € V rovnaju, tak F(vy,...,v,) = 0. Takéto zobrazenia budeme
vyluéne pre potreby niekolkych cviceni tejto kapitoly nazyvat anulujicimi. Pre po-
lia charakteristiky # 2 je tato podmienka bezprostrednym ddsledkom antisymetrie;
v cviCeniach sa vSak stretneme s prikladom, Ze v poliach charakteristiky 2 to tak byt
nemusi. Na druhej strane, kazdé multilinearne anulujtice zobrazenie F': V™ — K, nad
lubovolngm polom K je uz nevyhnutne alternujice (skiste si dokdzat sami).

Aby sme sa zbyto¢ne nerozptylovali nepodstatnymi podrobnostami, budeme od-
teraz v celej kapitole mlcky predpokladat, Ze char K # 2. Podotykame vsak, ze vSetky
dalej uvedené vysledky platia aj pre polia charakteristiky 2, len niektoré ich dokazy
si v tomto pripade vyzaduju isté upravy. Zvedavy citatel ich najde v cviceniach.
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10.2. Definicia a zakladné vlastnosti determinantu

Determinantom §tvorcovej matice A = (a;;) € K™*™ nazyvame vyraz

ai;p ... Qip
det A= : - = Z (<:>1)|0|aa(1)1---acr(n)n-

ap1 --- Qpnp o€Sn

Ak nehrozi zdmena s absolitnou hodnotou, pouZivame tiez oznacenie |A|. Determi-
nant Stvorcovej matice radu n budeme nazyvat determinant radu n.

Specidlne pre maticu (a;;) € K3*3 dostavame vzorec

a11 G122 13
G21 G22 (23| = (11022033 + (21032013 + 031012023
a31 32 Aa3s3

< (31022013 <>021012033 <011032023,

znadmy ako Sarrusovo pravidlo.
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Nasledujtce dve vlastnosti determinantov dokazeme ako dosledky nasej definicie.

10.2.1. Tvrdenie. Determinant transponovanej matice sa rovna determinantu po-
vodnej matice, t.j.
det AT =det A

pre Iubovolni A € K™*"™,
Dokaz. Podla definicii transponovanej matice a determinantu

det AT = Z (<:>1)|U|a10(1) cOno(n)-
oES,

KedZze pre 0 € S, plati i« = o(j) & j = o7 1(4), zoradenim ¢&initelov v sidine
A1g(1) -+ - Ono(n) POdla druhého indexu tento nadobudne tvar a,-1(1)1...05-1(n)n-
Pritom priradenie ¢ — o~! je bijekcia S, — S,. NavySe, ak 0 = 71 0... 07 je
rozklad permutacie o na transpozicie, tak o~ ! je kompozicia tych istych transpozicii
v opafnom poradi, preto |o| = ‘a‘l‘. V dosledku toho zdmenou sumécie cez o € S,
za sumaciu cez 0~ = p € S,, dostadvame

det AT = Z (<:>1)|9|a9(1) 1---Op(p)n = det A.
0ESH

Vdaka prave dokdzanému tvrdeniu si vSetky vysledky o determinantoch matic
zachovaji svoju platnost, ak v nich kazdy vyskyt slova ,stlpec* nahradime slovom
.riadok“ a naopak. Tento princip zdmeny riadkov a stlpcov budeme ¢asto vyuzivat.

10.2.2. Tvrdenie. Nech1 <m <n a A € K™*" je blokova matica tvaru
B C
(0 5)
kde B € K™*™, C € K™*(n=m) 4 D ¢ K(n—m)x(n=m)  Potom
det A = det B - det D.

Dokaz. 7 uvedeného blokového tvaru matice A vyplyva

bij7 a’klglujgmv
o= ) Ciamm ak 1 <i<m<j<n,
“ 0, ak1<j<m<i<n,

di—mj—rm ak m < 1,7 < n.

Oznatme G = {0 € S,; (Vj < m)(o(j) < m)}. Potom pre o € S, \ G plati
Uo(1)1---Oo(n)n = 0, teda do hodnoty determinantu matice A prispievaji len sci-
tance zodpovedajice permuticidm o € G. NavySe, (Vo € G)(m < j = m < o(j)),
takZe pre ¢ € G mozno definovat permuticie ¢’ € S,, a ¢’ € S,,_,, predpismi
d'(j) =0(j), ak 1 < j < m,resp. 0" (k) = o(k+m)<m, ak 1 <k < n<<m. Zrejme
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priradenim o — (¢’,0") je dand bijekcia G — S, X Sp—m a plati |o] = |o'| + ||
TakZe mozeme pisat

det A = Z (<:>1)|0|a0(1) 1+ 8g(m)mQo(m+1)m+1 -+ Qo(n)n

ocG

= > ()T by 1 by mer (1)1 - Ao (n—m) nem
oceG

= > @by berym Y. (ST )1 ey nem
o'€S,, oc"ESn_m

= det B - det D.

Na zéklade tvrdenia 10.2.1 teraz vieme, Ze det A = det B - det D, aj ked sa nulovy
blok 0 nachidza nad a blok C € K™~™)*™ 10d diagondlou matice A. Tvrdenie
10.2.2 moZno taktieZ zrejmym sposobom zovSeobecnit na matice pozostavajice z via-
cerych diagonalne zoradenych Stvorcovych blokov, pod (nad) ktorymi st samé nuly.
Spomenme explicitne nasledujice dva pripady:

(1) Ak A4,..., Ay st Stvorcové matice, tak
det diag(Al, ceey Ak) = det A1 -...-det Ak

(2) Matica A € K"*" sa nazyva hornd (dolnd) trojuholikovd matica, ak a;; = 0 pre
i < j (resp. pre i > j). Pre horné aj dolné trojuholnikové matice plati

det A = ai1---0npn,

t.j. determinant takej matice je sti¢inom jej diagonalnych prvkov. Specialne to
plati pre diagonalne matice.

10.3. Charakterizacia determinantu a regularnych matic
Uvahy z paragrafu 10.1 mozno zhrnit do nasledujticej vety.

10.3.1. Veta. Determinant radu n je n-linearna alternujica funkcia K™*" — K
stpcov matice. Navyse, pre kazdy skalar ¢ € K existuje jediné multilinedrne alternu-
jiice zobrazenie F: K™ " — K stlpcov matice také, e F(I,) = c. Toto F je dané
predpisom

F(A) = cdet A.

Determinant det: K™*™ — K je teda jednoznacne urceny ako n-linearna alternu-
juca funkcia stlpcov matice taka, ze

det I,, = det(ey,...,e,) = 1.

Této rovnost zodpoveda prirodzenej volbe jednotky orientovaného n-rozmerného ob-
jemu v K™ — je nou orientovany objem rovnobeznostena urc¢eného vektormiey,..., e,
(v tomto poradi).

V paragrafe 10.1 sme vlastne dokéazali, ze kazda n-linedrna alternujica funkcia
F: K™" — K musi mat uvedeny tvar, t.j. je skalarnym nasobkom determinantu.
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Zostéava vSak overit, ze determinant, tak, ako sme ho definovali, je naozaj multilinearne
antisymetrické zobrazenie. Hoci tieto vlastnosti st intutivne jasné z nasej konstrukcie,
pre ambiciéznejSieho Citatela podame ich dokaz vychadzajuci len z definicie determi-
nantu. NavySe sa tym nas vyklad stane formalne nezavislym na motiva¢nych tivahach
o orientovanom objeme z prvej ¢asti ivodného paragrafu 10.1.

Dokaz vety 10.3.1 odlozime az do nasledujiceho paragrafu, kde ndm poslazi ako
vhodny tvod do dalSieho okruhu otazok. Na tomto mieste vSak zaznamename dva
bezprostredné dosledky tejto charakterizacnej vety. Samozrejme, v jej dokaze sa na
ne nebudeme odvolavat.

10.3.2. Veta. (Cauchy) Pre Iubovolné matice A, B € K™*™ plati
det(A - B) = det A - det B;

t.j. determinant suc¢inu matic sa rovna sucinu ich determinantov.

Dokaz. Zvolme pevne maticu A € K™*" a definujme zobrazenie F': K"*" — K pred-
pisom F(B) = det(A- B) pre B € K™*". Overime, 7ze F' je n-linedrne antisymetrické
zobrazenie stipcov matice B; ozna¢me ich vy, ..., v,.

Najprv overime antisymetriu F. Nech 1 < i < 7 < n a B’ je matica, ktora
vznikne zadmenou i-teho a j-teho stipca matice B. S vyuzitim antisymetrie deter-
minantu dostavame

F(B) =det(A: (v1,...,0,...,0j,...,0;))
=det(A-vy,..., A v;,..., A - vj,..., A v,)
= &det(A-vy,..., A vj,..., A v;,..., A v,)

= &det(A - (v1,...,0),...,0;,...,0,)) = <F(B').

Teraz dokdzeme multilinearitu F'. Zafixujme stlpce v1, ..., Vj_1,Vj41,...,Vpy a DA
miesto j-teho stipca dosadme vektor ax + by. S vyuZzitim n-linearity F' nam vyjde

F(vy,...,ax +by,...,v,) =det(A - (vy,...,ax + by, ...,v,))
=det(A-vy,...,A-(ax +by),...,A-vy,))
=det(A-vy,...,a(A - x)+b(A - y),...,A - vy,))
=adet(A-vy,...,A - x,..., A - vy,)

+bdet(A-vy,...,A y,...,A-v,)
=adet(A- (vy,...,2,...,v,))

+ bdet(A- (v1,...,Y,...,0,))
=aF(vy,...,x,...,0,) + DF(v1,...,Y,...,0p).

Podla vety 10.3.1 ma F tvar F(B) = cdet B pre jednozna¢ne ur¢eny skaldr ¢ =
F(I,) =det(A-I,) = det A.
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10.3.3. Veta. Stvorcova matica A € K™*" je reguldrna prave vtedy, ked det A # 0.

V tom pripade
det(A™") = (det A)~".

Dékaz. Ak A je singularna, tak jej stipce st linedrne zavislé. Podla lemy 10.1.2 (b)
je F(A) = 0 pre Iubovolnt n-linedrnu alternujicu funkciu F': K™*" — K. Teda
Specidlne det A = 0. Naopak, nech A je regularna. Potom podla vety 10.3.2,

det A - det(A_l) = det(A . A_l) =det I, = 1.

Preto det A # 0 a det(A™!) = (det A)~*.

10.4. Laplaceov rozvoj determinantu

Nas vyklad za¢neme slibenym dokazom. KedZe pre n = 1 niet ¢o dokazovat, aby sme
sa vyhli rozpitvavaniu trivialit, budeme v celom paragrafe predopkladat, ze n > 2.

Dokaz vety 10.3.1. Najprv dokdzeme antisymetriu determinantu. Zrejme staci overit,
ze pre [ubovolné A € K"*" 1 € S, plati

det(sT(l)(A), ey sT(n)(A)) = (<:>1)|T| det A.
Podla definicie determinantu

det(ST(l)(A), R Sr(n)(A)) = Z (@1)'”'@0(1)7(1) Qg (n) 7(n)-
oc€S,

KedZze pre Tubovolné i,5 < n plati i = 7(j) & 771(i) = j a v tom pripade tiez
o(j) = (0 o771 (4), zoradenim ¢initelov v sti¢ine Qg(1)7(1) - - - Bo(n) r(n) POdIa druhého
indexu tento nadobudne tvar a(;or-1)(1)1 - - - @(gor-1)(n)n- Priradenie o — o o 771 je
bijekcia S,, — S,, z toho dovodu zadmenou sumécie cez ¢ € §,, za sumaciu cez
coT 1 =p€S8, dostavame

det(s-(1)(A), ..., 8:()(A) = Y (D) a,q)1 . apmyn = (1)1 det A.
€Sy

Teraz dokdZeme, Ze det A je linedrnou funkciou j-teho stipca (a1j,...,an;)T. Pre
i <n oznacme S, (%,j) = {0 € Sp; i =0 (j)} a polozme
G = Z (‘:*1)|U|“0(1) 1+++0o(j-1)j-1%(j+1) j+1 - - - Qo(n)n-
Potom zrejme
n
det A = Z&ijaij = (dlja ey dnj) . (alj, ey anj)T,
i=1

¢o dokazuje spominant linearitu.
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Na zéklade tvrdenia 10.2.1 plati aj ,riadkova verzia®“ prave dokazanej vety 10.3.1.
Specialne, determinant je takisto multilinedrna alternujica funkcia riadkov matice a
(kedZe o € S,(i,j) & o' € S,(j,1)) pre i-ty riadok (a;1,...,a;,) matice A jej
determinant ma rozvoj

n
det A= Zaijdij = (ail, ceey am) . (dih ceey din)T.

i=1

s rovnako definovanymi koeficientmi a;;.
Uvedeny prvok a;; nazyvame algebraickym doplnkom prvku a;; v matici A. Maticu

A= (Gij)nxn nazyvame maticou algebraickych doplnkov k matici A.

10.4.1. Tvrdenie. Nech A;; oznacuje maticu rddu n <1, ktord vznikne z matice
A € K™ " yynechanim i-teho riadku a j-teho stlpca. Potom

ai; = (1)1 Ay).

Dékaz. Oznaéme B maticu, ktorad vznikne nahradenim j-teho stipca matice A stlp-
covym vektorom e; € K". Zrejme a;; = |B|. Ak budeme v matici B postupne
vymiehaf stlpce s indexmi j a j + 1, dalej j + 1 a j + 2, atd., aZ nakoniec n <1 a n,
a potom riadky s indexmi ¢ a i + 1, dalej i + 1 a i + 2, atd., aZ napokon n <1 a n,

dostaneme maticu tvaru
_(Ai; O
o= (% 7).

kde b vznikne z i-teho riadku matice A vynechanim j-teho prvku a 0 je nulovy stipec
dlzky n <1. Podla tvrdenia 10.2.2 (a poznamky za jeho dokazom), determinant tejto
matice je |A;;|. Ked%e determinant je alternujica funkcia tak stlpcov ako aj riadkov
matice a vSetkych vymien bolo dohromady (n <j) + (n <) = 2n < (i + j), plati

ai; = |B| = (1)~ H|C| = (&1)|Ay).

Determinanty matic, ktoré vznikni vynechanim niektorych riadkov a rovnakého
poétu sltpcov z matice A € K™*™ nazyvame jej minormi, pripadne subdetermi-
nantmi determinantu |A|. Dosadenim ziskanych hodnot algebraickych doplnkov do
rozvoja determinantu radu n podla niektorého riadku resp. stipca tak dostavame jeho
vyjadrenie pomocou subdeterminantov radu n < 1.

10.4.2. Veta. Nech A € K™"*" 1 < k,l < n. Potom

n n

Al = Z(@l)kﬂakj |Ag;j| = Z(@l)i+l|Ail| ai-

Uvedené sucty nazyvame Laplaceovymi rozvojmi determinantu |A| — prvy podla
k-teho riadku, druhy podla I-teho stlpca.
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10.5. Vypocet determinantu

Skor nez sa pustime do vypoctov konkrétnych determinantov, skiisme si urobit inven-
taru prostriedkov, ktoré mame nato k dispozicii, a posudit ich vhodnost.

Asi sa zhodneme na tom, 7e vypocet determinantu radu n podla jeho definicie, ako
stctu n! sacinov po n ¢initeloch, by bol zna¢ne tazkopadny. Pokial sme sa stretli len
s pripadmi n = 2 alebo n = 3, nemusime si to jasne uvedomit. Avsak uz 4! = 24,
5! = 120 a funkcia n! velmi rychlo rastie. Preto je potrebné pouvazovat o nejakej inej
metdde.

Ked7e determinant je multilinearnou alternujicou funkciou tak riadkov ako aj stlp-
cov matice, ako najprirodzenejsia sa nam pontka metéda tpravy matice na horna pri-
padne dolni trojuholnikovii maticu pomocou elementarnych riadkovych i stipcovych
operacii. Ako sme uz spominali v poznamke (2) za dokazom tvrdenia 10.2.2:

(0) Determinant trojuholnikovej matice sa rovna stcéinu jej diagonalnych prvkov.

Pripomenme si aj nasledujtace pravidla z paragrafu 10.1 o vplyve ERO a ESO na
determinant:

(1) Vymenou poradia dvoch riadkov alebo stipcov matice sa hodnota jej determi-
nantu zmeni na opacnil.

(2) Vynasobenim nejakého riadku alebo stlpca matice nenulovym skaldrom ¢ € K
sa jej determinant zmeni na c-nasobok povodnej hodnoty.

(3) Pripocitanim skalarneho nasobku nejakého riadku matice k jej inému riadku,
resp. nasobku nejakého jej stlpca k inému stipcu sa hodnota jej determinantu
nezmenti.

Vsimnite si, ze len treti typ menovanych tprav nechava determinant bezo zmeny!
Poznamenajme, Ze upravy typu (3) spolu s pravidlom (0) plne postac¢ujii na vypocet
akéhokolvek determinantu. Bez pravidiel (1) a (2) sa mozno kludne zaobist, obcas
nam v8ak mozu pomdct sprehladnit situiciu, preto sa im nebudeme vyhybat.
Casto byva uZitoéné vyslovne si uvedomit nasledujici désledok pravidiel (1) —(3):
(4) Ak matica obsahuje nulovy riadok alebo stipec, pripadne dva rovnaké riadky
alebo stipce, tak jej determinant je 0.

Mohlo by sa zdat, Ze sme akosi pozabudli na Laplaceov rozvoj. Tato metéda
umoziuje previest vypocet determinantu radu n na vypocet n determinantov radu
n <1, presnejSie na istu ich linedrnu kombinaciu. Ak by sme désledne pokracovali
dalej, mohli by sme tato ulohu previest na vypocet n(n <1) determinantov radu
n <2, atd., az by sme napokon dostali n! determinantov radu 1. Ak si to dobre pre-
myslime, zistime, Ze takyto vypocet by bol rovnako efektivny (¢i, lepSie povedané,
neefektivny) ako vypocet determinantu priamo na zaklade jeho definicie.

Jednako sa Laplaceovho rozvoja celkom nezriekame. Odporucame ho vsak pouzivat
len vtedy, ked st vSetky prvky prislugného riadku & stipea, podla ktorého determinant
rozvijame, az na jednu vynimku rovné nule. Vtedy vlastne nejde ani tak o rozvoj ako
o zniZenie rddu daného determinantu o 1 (bez narastu po¢tu determinantov). Toto
odporucanie sformulujeme do nasho predposledného pravidla:

(5) Nech vsetky prvky i-teho riadku pripadne j-teho stipca matice A s vynimkou
prvku a;; st rovné 0. Potom

|A] = (1) a; |Agyl.
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Vsimnite si, Ze pravidlo (0) mozno dostat ako dosledok (n <1)-ndsobného pouzitia
pravidla (5) a zrejmého faktu, Ze determinant matice (a) typu 1 x 1 je samotnd hod-
nota a.

Ak si este uvedomime, Ze determinanty radu 2 mozno najvyhodnejsie pocitat pria-
mo z definicie:

a1l 412
21 GA22

(6)

= 011022 <>0210412,

je to uz naozaj vSetko, ¢o potrebujeme vediet na efektivny vypocet determinantu.
10.5.1. Priklad. Vypocitame determinant redlnej matice
2 2 1 1 1

5 6 3 4 5
A=\ 7 5 3 5 7
13 10 3 8 13
7T 2 1 1 6

Najprv odpocitame prvy riadok od piateho a druhy od Stvrtého. V matici, ktoru
takto ziskame, odpoéitame piaty stipec od prvého a stvrty od druhého. Postupne tak
dostaneme

2 21 11 1 11 11
5 6 3 4 5 0 2 3 4 5
|A|=17 5 3 5 7|=]|0 0 3 5 7|=1-2-3-4-5=120.
8 4 0 4 8 0 0 0 4 8
5 0 0 0 5 0 00 0 5

Priznavame, ze vypocet, ktory sme prave predviedli je tak trochu podraz voci ¢i-
tatelovi. Upravy, ktoré sme pri iom pouzili, boli totiZ len opaénym postupom, ktorym
sme pri formulécii tlohy z vopred narafi¢enej vyslednej hornej trojuholnikovej mati-
ce ,uvarili“ zadanie. Napokon, tak je tomu u vicSiny tloh v ucebniciach. No ¢itatel,
ktorého autor ,nepustil do kuchyne®, nema Sancu toto optiméalne rieSenie najst. Teda
aspoi pokial je loha dobre postavend. Predvedieme preto aj iné, ,normélne* rieSenie,
na aké ma Sancu prist aj nezasviteny rieSitel.

Najprv odpoéitame treti stlpec od stvrtého aj piateho a jeho dvojnasobok od
prvého aj druhého stipca. V dalsom kroku determinant rozvinieme podla prvého
riadku:

0 0 1 0 0 “ o0 1 2
S0 31 2 U o 2 4
A= 1 <1 3 2 4|= :
7 4 5 10
7 4 35 10 5 0 0 5
5 0 1 0 5

Teraz odpocitame prvy stlpec od posledného a ziskany determinant rozvinieme podla
posledného riadku:

<1 00103
0 1 3
aj=| L 23 gla 2 3.
7 4 5 3 i 5 3
5 0 0 0
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Po odpoditani trojnasobku druhého stlpca od tretieho a rozvinuti podla prvého riadku
sme konecne v cieli:

sl &3

L o] =502+3-4)=5-24=120.

0 1 0
|A|=<5 |l 2 «3|=5
4 5

10.5.2. Priklad. Vypocitame tzv. Vandermondov determinant radu n

1 oz 22 ... a2t
2 n—1

1 =z x3 ...

VD, (z1,22,...,2Zpn) = i
1 =, 22 ... "1

Odpocitanim prvého riadku od vSetkych ostatnych riadkov a néaslednym rozvojom
podla prvého stipca dostaneme

1 1 z? . x’f !
0 zpem x3ex? ... o lexi!
VD, (21, Z2,...,2,) =
0 =, er z2ez? ... <:>$’f !
Ty or, 2ot ... o) lea !
T, &ry T et L. <:>x7f !
Vyjmime teraz z i-teho riadku Cinitel x;41 <z pre kazdé 1 < i < n<1. V de-
terminante, ktory ziskame, je na mieste (i,k), kde 1 < i < n&l,2 <k < n&l,

prvok
k—1

k—1—j ] o k—2— ]
E :$z+1 ry = 371+1 =T E :J;z—i—l 1.
Jj=0

Ak teda odpoéitame od kazdého stipca poéniic druhym z1-nasobok predchédzajtceho
stlpca, postupne nam vyjde

1 zo+z1 ... 27:_02 a2 gl
VD, (21,22, ..., Tn) = (v2 ©T1) ... (Tn S71) | :
1 zp+x1 ... 2?0237”2337]1
1 @ a:z_z
= (ra x1) ... (v, ©x1) :
1 =, ... a"2

= (raex1)...(vy, ©x1) VDp_1(x2, ..., xy).



10, DE1TERMINANLY

Teraz uz aj bez pocitania determinantov vidime, ze

VDn_l(CUQ, ce ,.Tn) = (5173 <:>£U2) . (CEn <:>.T2) VDn_Q(.Tg, .

atd. KedZze zrejme VD (z,) = 1, dostavame vysledok

VD, (21,2, ...,2,) = H (z; ),
1<i<i<n

kde symbolom [] oznacujeme stéin prislusnych ¢initelov.

10.6. Inverzna matica a Cramerovo pravidlo

V tomto zaverecnom paragrafe si predvedieme dva priklady vyuzitia determinantov.
Vyjadrime pomocou nich inverzni maticu k regularnej stvorcovej matici a rieSenie
stustavy linearnych rovnic s reguldrnou Stvorcovou maticou. Vopred poznamenajme,
7e tieto vyjadrenia sa na priame vypocty prilis nehodia. Na druhej strane tym, ze vy-
jadruju inverzni maticu a rieSenie spominanej sustavy v tvare prehladnych ucelenych

formul, st vyznamné hlavne z teoretického hladiska.

Nech A € K™*"™ a1 <1,k < n st rozne indexy. Ozna¢me B maticu, ktora vznikne
z matice A nahradenim jej k-teho riadku i-tym riadkom. Potom matica B mé (aspon)
dva riadky rovnaké, menovite i-ty a k-ty, preto |B| = 0. Na druhej strane matice A
a B sa lisia nanajvys v k-tom riadku, preto Ay; = By; pre kazdé 1 < j < n. Z toho
dovodu st algebraické doplnky zodpovedajucich si prvkov k-tych riadkov oboch matic

rovnaké: B _ _
bej = (1)1 By | = (1) 17| Agy| = a;.

Ak rozvinieme determinant matice B podla jej k-teho riadku, dostaneme

det B = Zbkjgkj = Za,-j&kj =0.
j=1

j=1

Spojenie tejto rovnosti s Laplaceovym rozvojom determinantu matice A podla k-teho

riadku dava

n

D aijing =ri(A) ()" = ri(A) s (AT) = {

j=1

|Al,
0,

Inak povedané N
A-AT = |A| T,

Inverzni maticu k regularnej Stvorcovej matici A potom dostaneme tak, Ze trans-
ponovani maticu jej algebraickych doplnkov vydelime determinantom |A|. Tym sme

dokazali nasledujucu vetu.

10.6.1. Veta. Nech A € K"*"™ je regularna matica. Potom

1 ~
A" l= — AT,
Al

ak 1 =k,
ak i # k.
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10.6.2. Priklad. Najdeme inverzni maticu k redlnej matici
1 &2
A= .
(5 3)
Jej determinant a maticu algebraickych doplnkov vypocitame lahko:

A| = 1-(e8) &5 («2) =7, A:(‘:B ‘:’5>.

2 1
1 [&e3 2
1—_

A _7<<:>5 1)'

Poznamenajme vSak, Ze okrem Stvorcovych matic radu 2, kedy je to v podstate
jedno, je vypocet inverznej matice pomocou ERO alebo ESO, ako sme ho popisali
v paragrafe 7.4, podstatne vyhodnejsi nez vypocet na zaklade vety 10.6.1. Uz pre
matice rddu 3 by sme na to potrebovali vypocitat jeden determinant radu 3 a de-
vit determinantov radu 2. Vo vSeobecnom pripade by sme museli vypocitat jeden
determinant radu n a n? determinantov radu n <1.

Preto

Citatel sa pravdepodobne po prvykrat stretol s determinantmi v savislosti s riese-
nim sustav linedrnych rovnic, v ktorych je pocet rovnic a neznamych ten isty. Mozno
by si v pripadoch 2 x 2 a 3 x 3 eSte vedel spomentt aj na prislusné vzorce. Takéto
vzorce, zname ako Cramerovo pravidlo, vSak platia v [ubovolnom rozmere n x n.

10.6.3. Veta. Nech A € K"*" je regularna matica, b € K™ a prel < j < n nech A?

oznac¢uje maticu, ktora vznikne z matice A nahradenim jej j-teho stlpca stlpcovym
vektorom b. Potom stistava A -x = b ma jediné riesenie

T
<|A‘1’| o |Az> |
A’ ] A]

Doékaz. Podla vety 7.4.5 mé uvedena sustava jediné riesenie € = A~'-b. Ak do tohto
vyjadrenia dosadime za A~! z vety 10.6.1, pre j-tu zlozku vektora & nam vyjde

1 . |A?]
Y] > aijhi = TA[
i=1

lebo zodpovedajice si prvky j-tych stipcov matic A a A;? maju rovnaké algebraické
doplnky, takZe uvedeny sucet je Laplaceov rozvoj determinantu |A§?| podla j-teho
stIpca.

Varujeme vSak citatela pred pouzivanim Cramerovho pravidla na rieSenie konkrét-
nych ststav n linedrnych rovnic o n nezndmych. Metdéda tpravy rozsirenej matice
sustavy na redukovany stuphiovity tvar pomocou ERO je ovela rychlejSia a pohodl-
nejSia. Kym vyrieSenie takej stustavy pomocou ERO vzaduje tpravu jedinej matice
typu n X (n + 1), pri rieSeni Cramerovym pravidlom by sme museli pri vypocte de-
terminantov upravit n + 1 matic typu n x n.

Na obranu determinantov vSak poznamenajme, Ze stretnutie s najdolezitejSimi pri-
kladmi ich vyuzitia nas eSte len ¢aka. Popri tzv. Gramovych determinantoch to bude
najmé v suvislosti s charakteristickym polynémom a vlastnymi hodnotami linedrnych
transformdcii a Stvorcovych matic.



