1. POLIA A VEKTOROVE PRIESTORY

V tejto kapitole zavedieme dva pojmy, ktoré budi hrat v celom dalSom vyklade
klicova tlohu, a dokdZeme o nich niekolko jednoduchych zdkladnych tvrdeni. Ide
o pojem pola a pojem vektorového priestoru.

Prvky pola budeme nazyvat skaldry a niekedy len ¢isla. Fyzikalne ich moZno in-
terpretovat ako hodnoty fyzikdlnych veli¢in, ktoré si urcené len svojou velkostou a
znamienkom. Prvky vektorového priestoru, t.j. vektory zasa zodpovedaju fyzikadlnym
velicindm, ktoré st okrem velkosti urcené tiez smerom a orientaciou.

1.1. Zakladné ¢éiselné obory

Predpokladame, Ze ¢itatel pozné zakladné ¢iselné obory, ako st prirodzené cisla, celé
c¢isla, raciondlne cisla, redlne cisla a komplexné cisla. Kazdy z tychto ¢iselnych oborov
tvori mnozinu. Dohodneme sa, 7e ich budeme oznacovat tzv. tuénymi tabulovymi
pismenami:

N — mnozina vSetkych prirodzenych ¢isel,

Z, — mnozina vSetkych celych cisel,

Q — mnozina vSetkych racionalnych ¢isel,

R — mnozina vSetkych realnych cisel,

C — mnozina vSetkych komplexnych ¢isel.

Este poznamenajme, ze i nulu povazujeme za prirodzené ¢islo, t.j. 0 € N. Imaginarnu
jednotku (ktord je prvkom C \ R) budeme znacit i.

Konstatovanim, ze uvedené ¢iselné obory tvoria mnoziny, sme vSak ich Struktaru
zdaleka nevycerpali. Omnoho ddlezitejSie je, Ze na kazdej z tychto mnozin st defino-
vané dve binarne operacie, scitanie + a ndsobenie -. Pritom na kazdej z uvedenych
mnozin st obe tieto operacie asociativne a komutativne. NavySe, nasobenie je (z oboch
stran) distributivne vzhladom na séitanie, t.j. pre vSetky prvky z, y, z prisludnej
mnoziny plati

z(y+2) =xy+ xz, (r+y)z =22+ yz.

Ciselny obor N je v porovnani s obormi Z, Q, R a C akysi ,,chudobnejsi“ — kym rovnice
tvaru £ + a = b maji v oboroch Z, Q, R, C rieSenie x = b — a pre Iubovolné a, b, v N
je takato rovnica rieSitelnd len ak a < b. Obory Q, R a C su vSak ,bohat8ie“ nielen
v porovnani s N no i so Z — rovnice tvaru ax = b maji v oboroch QQ, R, C rieSenie
pre Tubovolné a # 0 a b, kym v N ¢i Z st rieSitelné len ak a je delitelom b.

Nés buda zaujimat prave vlastnosti ¢iselnych oborov QQ, R a C s operaciami séi-
tania a nasobenia. Pritom vyuzijeme, ze uvedené operacie na tychto oboroch maju
rad spolo¢nych vlastnosti, ¢o ndm umoziuje skiimat ich do velkej miery jednotnym
sposobom a stcasne. To dosiahneme tym, Ze sformulujeme abstraktny pojem pola,
pod ktory zahrnieme vSetky spominané pripady, ako i mnohé dalSie, ktoré sa nam
objavia az akosi dodato¢ne. Ako sme spominali uz v ivode, prave takyto pristup je
charakteristicky pre algebru, presnejsie, v iom spociva jej podstata.
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1.2. Polia

Polom nazyvame mnozinu K s dvoma vyzna¢nymi prvkami — nulou 0 a jednotkou 1
—a dvomi bindrnymi operaciami na K — scitanim + a ndsobenim - — takymi, ze plati

Va,be K)(a+b=0b+a),
Va,b,ce€ K)(a+ (b+c¢) = (a+b)+c), Va,bce K)(a-(b-c)=(a-b)-c),

( Va,be K)(a-b=b-a),
(
(Vae K)(a+0=a), Vae K)(1-a=a),
(
(

(
(
(
Vae K)3be K)(a+b=0), (Vae K~ {0})(be K)(a-b=1),
Va,b,ce K)(a-(b+c)=(a-b)+ (a-c)), 0#1.

Teda sc¢itanie a nasobenie v poli st komutativne a asociativne operacie a nasobenie je
distributivne vzhladom na s¢itanie. Dalej 0 je neutralny prvok s¢itania a 1 je neutralny
prvok nasobenia, pricom tieto dva prvky su rozne. Napokon nahliadneme, ze prvok
b € K taky, ze a + b = 0, je k danému a € K urceny jednoznacne. Naozaj, keby
existovali dva také prvky by, ba, tak

by =b1 +0=>01+ (a+b2) = (b1 +a) + by = 0+ by = bo.

Tento jednoznacne urceny prvok k danému a oznaCujeme —a a nazyvame opacny
prvok k a. Miesto a + (—b) zvykneme pisat len a — b. Celkom analogicky sa mozno
presvedcit, ze aj prvok b € K taky, ze a-b = 1 je k danému 0 # a € K urceny
jednozna¢ne — oznacujeme ho a=! alebo é, pripadne 1/a a nazyvame inverzng prook
k a alebo prevrdtend hodnota prvku a. Miesto a - b~! piSeme tiez  alebo a/b.

Znak nasobenia budeme vic¢sinou vynechavat a nasobenie bude mat prednost pred
s¢itanim, teda napr. miesto (a - b) + ¢ budeme pisat len ab + ¢. Asociativnost ndm
umoznuje vynechavat zatvorky a siucty ¢i suciny Iubovolnych konecénych postupnosti
prvkov pola jednozna¢ne zapisovat v tvare ay + as + ...+ a, resp. ay - as - ... - ay
pripadne len aias...a,; komutativnost ndm navySe dovoluje nestarat sa o poradie
séitancov resp. ¢initelov. Kvoli iplnosti sa dohodneme, Ze pre n = 1 sa oba uvedené
vyrazy rovnaji ap; pre n = 0 kladieme prazdny sicet rovny 0 a prazdny sucin rovny
1. Ak a; = ... = a, = a, tak miesto a; + ...+ a, piSeme na a miesto ay ...a, len a™.

Teraz si ukazeme, ako mozno niektoré najzakladnejsie pravidla pocitania, na ktoré
sme zvyknuty v ¢iselnych oboroch Q, R a C, odvodit len z axiém pola. Zhrnieme
ich do nasledujiceho tvrdenia. Okrem iného z neho vyplyva, ze k 0 nemdze v poli
existovat inverzny prvok (podmienka (c)).

1.2.1. Tvrdenie. Nech K je pole. Potom pre lubovolné n € Naa,b,c,bq,...,b, € K
plati

(a) a+b=a+c = b=c,

(b) (ab=ac & a #0) = b=c,

(c) a0 =0,

(d) ab=0 = (a=0V b=0),

() —a=(-1)a,

(f) a(b—c) = ab — ac,

(g) a(by +...+by) =aby + ...+ ab,.
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Dokaz. (a), (b) KedZe obe podmienky mozno dokazat v podstate rovnako, urobime
to len pre druhd z nich. Z ab = ac vyplyva a~'ab = a~'ac. [ava strana sa rovna b a
prava c.

(¢) a0+ a0 = a(0 4+ 0) = a0 = a0 + 0. Podla (a) z toho vyplyva a0 = 0.

(d) Nech ab = 0. Potom podla (c) ab = 0 = a0. Ak a # 0, tak podla (b) z toho
vyplyva b = 0.

(e) Vdaka jednoznac¢nosti opa¢ného prvku k a staéi overit, ze (—1)a + a = 0.
Jednoduchy vypocet dava (—1)a+a = (—1)a+ la = (=1 + 1)a = 0a = 0 podla (c).

(f) Podla (e) a(b—c¢) = a(b+ (=1)c) = ab+ a(—1)c = ab+ (—1)ac = ab — ac.

(g) Rovnost zrejme plati pre n = 0, 1, 2. Keby neplatila pre vSetky prirodzené
¢isla, ozna¢me n najmensie prirodzené cislo, pre ktoré existuja a, by, ... ,b, € K také,
7e uvedena rovnost neplati. Potom n > 2 a pre n — 1 rovnost plati. Preto

albi+...4+bp_1+by)=alby+...+by_1)+ab, =aby + ...+ ab,_1 + ab,.
To je vsak spor.

Dopliime, Ze podmienky (a) a (b) sa nazyvaji zdkony o krdteni pre scitanie resp.
nasobenie v poli.

Podmienka (e) ndm umoziuje zaviest lubovolné celoéiselné nasobky prvkov z pola.
Pre a € K, n € N kladieme (—n)a = —(na) = n(—a). Podobne mozno pre nenulové
prvky pola zaviest i lubovolné celo¢iselné mocniny. Pre 0 # a € K, n € N kladieme
a~ " = (an)—l — (a—l)n-

Citatelovi prenechavame, aby si sim odvodil nasledujice rovnosti zname z beznych
¢iselnych oborov:

0a=0, la=a, a € K,

n(a + b) = na + nb, a,be K, n €7,

(m+n)a = ma + na, a€ K, mné€lZ,

(mn)a = m(na), a€ K, myn e,

(mn)(ab) = (ma)(nb), a,be K, m,n € Z,

=1, a'=a, a€ K,

ab)" = a"b", a,be K, ne€Z, n<0=a#£0#Db,

a™t" = g™q", a€K, mneZ, im<0Vn<0) = a#0,
a™ = (a™)", ac K, mneZ, im<0Vn<0) = a#0,

Este podotykame, Ze v rovnostiach v prvom a Siestom riadku oznacuji 0 a 1 na lavych
stranach prirodzené c¢isla, t.j. prvky mnoziny N, kym 0 a 1 na pravych stranach
v prvom riadku oznac¢uju prvky pola K. Vzhladom na to, Ze pre vSetky tri priklady
poli, s ktorymi sme doteraz stretli, plati N C K, moze sa nam toto rozliSenie zdat
nepodstatné. Vo vSeobecnosti v8ak uvedend inklizia platit nemusi.

Nech K je pole a L C K. Hovorime, Ze L je podpole pola K, ak 0,1 € L a pre
vietky a,b € Lplatia+b € L, ab € L, —a € L a, ak a # 0, tak aj a~! € L. Inak
povedané, podpole pola K je taka jeho podmnozina L, ktora obsahuje nulu a jednotku
a je uzavretd vzhladom na s¢itanie, ndsobenie, opacny a inverzny prvok. Zrejme kazdé
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podpole pola K je s tymito operaciami ziZenymi z K na L i samo polom. Hovorime
tiez, ze pole K je rozsirenim pola L.

Zrejme pole Q je podpolom pola R i pola C; pole C je rozsirenim pola Q aj R.

Charakteristikou pola K, oznacenie char K, nazyvame najmensie kladné celé ¢islo
n také, ze nl = 0; ak také n neexistuje, t.j. nl # 0 pre kazdé celé n > 0, hovorime ze
K ma charakteristiku oo (niektori autori vtedy klada char K = 0).

Ak pole K je rozsirenim pola L, tak polia K a L maju ta isti jednotku, preto
char K = char L.

Zrejme char Q = char R = char C = cc.

1.2.2. Veta. Nech K je pole. Potom char K je oo alebo prvocislo.

Dokaz. Kedze 0 # 1, zrejme char K > 1. Predpokladajme, Zze char K = n je zloZené
¢islo. Potom existuju celé ¢isla k,1 > 1 také, ze n = kl. Kedze k,l < n, je k1 # 0 # [1.
Na druhej strane (k1)(I1) = (kl)(1-1) = n1 = 0. Podla 1.2.1(d) z toho vyplyva k1 = 0
alebo [1 = 0, ¢o je spor.

1.3. Polia Z,

V tomto kratkom paragrafe si ukdzeme priklady poli, ktorych charakteristika nie je co.
7, toho dovodu sa tieto polia vyrazne odliSuji od nasSich déverne znamych c¢iselnych
poli. PresnejSie, pre kazdé prvocislo p zostrojime isté konecné pole Z,, ktoré ma p
prvkov a charakteristiku p. Na druhej strane, spominané ¢iselné polia (ako vobec
v8etky polia nekonecnej charakteristiky) st nekoneéné. Poznamenajme, Ze pre kazdé
prvodislo p a kladné celé &islo k existuje pF-prvkové pole s charakteristikou p ako
a] nekonecné polia charakteristiky p. Ich konsStrukcia vSak presahuje ramec nasho
uvodného kurzu.

Pre potreby matematickej analyzy, teda aj z hladiska fyzikalnych aplikécii, st naj-
dolezitejsimi polami R a C. Konecné polia vSak v suc¢asnosti zohravaju doleziti tlohu
napr. v kédovani a kryptografii.

Pre kazdé kladné celé ¢islo n oznac¢me

Zn={keN; k<n}=1{0,1,...,n—1}.

Mnozinu Z,, zo zrejmych dovodov nazyvame mnozZinou zvyskovych tried modulo n.
Na tejto mnozine teraz zavedieme dve bindrne operacie — sc¢itanie @ a nasobenie ©
(toto trochu tazkopadne oznacenie budeme pouzivat len v tomto paragrafe, neskor sa
vratime k obvyklym + a -; v definicii v8ak treba odliSit s¢itanie a nasobenie v Z,, od
prislusnych operécii v Z). Pre a, b € Z,, kladieme

a @ b = zvySok po deleni (a + b) : n,
a ® b = zvySok po deleni (abd) : n.

Citatelovi prenechavame na overenie (pripadne na uverenie), e @ a ® st asociativne a
komutativne operacie na Z,, 0 je neutralny prvok sc¢itania a, pre n > 1, 1 je neutralny
prvok nasobenia. NavySe nasobenie je distributivne vzhladom na séitanie a ©a = n—a
je opacny prvok k a € Z,,.
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1.3.1. Veta. Mnozina Z,, s operaciami ® a ® je pole prave vtedy, ked n je prvocislo.
Dokaz. Zrejme n je najmensie kladné celé ¢islo také, ze

nl=1p...41=0.
—_———
n-krat

Preto, ak Z,, je pole, tak charZ,, = n, a podla 1.2.2 je n prvocislo.

Dokéazeme, Ze Z,, je pole pre kazdé prvocislo p. Najprv overime, Ze v Z,, plati zdkon

o krateni

(a@b=aGc&a#0) = b=c.
Rovnost a ® b = a ® ¢ znamena, Z%e ¢islo ab — ac = a(b — ¢) je delitelné ¢islom p.
KedZe p je prvocislo, musi byt aspon jedno z ¢isel a, b — ¢ delitelné ¢islom p. Nakolko
0 < a < p, moze to byt len b — c. Pre b, c € Z,, to vSak znamend b = c.

Zostava overit existenciu inverzného prvku ku kazdému 0 # a € Z,. Uvazujme
postupnost mocnin a' = a, a®> = a®a, a® = a®a®a,..., atd. Kedze a # 0,
z dokdzaného kratenia vyplyva, Ze vSetky jej cleny st nenulové. PretoZe mnoZina Z,, je
kone¢nd, nemdzu byt vSetky ¢leny uvedenej postupnosti rozne. Musia preto existovat
kladné celé &isla k, [ také, ze a* = a**t! = a* ®al. Potom plati a* ®a! = a* ®1, z éoho
kratenim dostdvame a' = 1. KedZe a' = a ® a'~!, je a=! = a!~! inverzny prvok k a.

Multiplikativne tabulky sé¢itania a nasobenia v poli Zs sme si ako priklady binér-
nych operacii uviedli v paragrafe 0.4.

1.4. Vektory v rovine a trojrozmernom priestore

Vektory v rovine ¢i v priestore si predstavujeme ako orientované usecky, t.j. tsecky,
ktorych jeden krajny bod povazujeme za pociatocny a druhy za koncovy — ten je
oznaceny Sipkou. Pritom dve rovnako dlhé, rovnobezné a stihlasne orientované tisecky
predstavuju ten isty vektor — hovorime, 7Ze s umiestneniami toho istého vektora.
Ak si teda zvolime nejaky pevny bod O, tak vSetky vektory v rovine ¢i priestore
mozeme jednoznacne reprezentovat ako orientované tusecky E)l s pociatkom v O,
pricom ich koncom moze byt [ubovolny bod A roviny ¢ priestoru, bod O nevynimajic
— orientovana usecka (ﬁ totiz predstavuje tzv. nulovy vektor.

Vektory v rovine i v priestore mozno sc¢itat pomocou tzv. vektorového rovnobeznika.
Sucet vektorov u = OA, v = OB je potom znazorneny orientovanou uhloprieckou
u+v= O? rovnobeznika, ktorého dve prilahlé strany tvoria tsecky OA, OB.

B C
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Vektory mozno taktiez nasobit Iubovolnymi skalarmi, t.j. redlnymi ¢islami: ak
c € R a v je vektor, tak cv je vektor, t.]. orientovana tisecka s pociatkom v O, ktorej
dlzka je |c|]-nasobkom dlzky tisecky v, leZi na tej istej priamke ako v a je orientovand
stihlasne s v, ak ¢ > 0, resp. nesthlasne s v, ak ¢ < 0, (ak ¢ = 0 alebo v je nulovy
vektor, tak, samozrejme, aj cv je nulovy vektor, takZze nezalezi na jeho smere ani
orientacii).

Ak si okrem pociatku O zvolime v rovine ¢i priestore este dve resp. tri siradné osi,
t.j. navzajom kolmé priamky prechadzajice pociatkom, a na kazdej z nich jeden bod
v rovnakej jednotkovej vzdialenosti od pociatku, dostaneme pravouhly stradnicovy
systém v rovine ¢i v priestore. Kazdy bod roviny ¢i priestoru je potom jednoznacne
urceny usporiadanou dvojicou, resp. trojicou svojich suradnic a tiez naopak, kazda
dvojica resp. trojica suradnic jednoznacne urcuje nejaky bod roviny ¢i priestoru. Tak-
tiez kazdy vektor v rovine ¢i v priestore je potom jednoznacCne urceny suradnicami
svojho koncového bodu a tieZz naopak Iubovolnd usporiadani dvojica resp. trojica
suradnic jednoznac¢ne urcuje nejaky vektor v rovine ¢i priestore. Pri pevnom stradni-
covom systéme tak mozno mnozinu vSetkych vektorov v rovine stotoznit s mnozinou
R? a mnozinu vSetkych vektorov v priestore s mnozinou R3.

Ak (pri takomto stotozneni) w = (ui,u2) € R%, v = (v1,v3) € R? st dva vek-
tory v rovine, tak lahko nahliadneme, Ze pre ich sucet u + v, dany vektorovym
rovnobeznikom, plati

u+ v = (ug,uz) + (v1,v2) = (U1 + v1, uz + v2).
Ak ¢ € R, tak pre skaldrny nasobok cu dostavame
cu = c(u, uz) = (cuy, cus).

Podobne pre vektory v priestore, t.j. usporiadané trojice realnych cisel.

Este si vSimnime, ze predpoklady kolmosti suradnych osi a rovnosti jednotkovych
dlzok v jednotlivych smeroch nehrali v nasich tivahach nijakt tilohu. Staéi, aby sys-
tém stradnych osi tvorili dve roznobezné priamky (v rovine) resp. tri nekomplanarne
priamky (v priestore) pretinajice sa v pociatku O. Za jednotkové dizky v smeroch
jednotlivych stradnych osi mozno zvolif dizky Tubovolnych (nie nevyhnutne rovnako
dlhych) tseciek.

Operacie suctu vektorov a nasobenia vektora skaldrom maja rad vlastnosti, ktoré
nie st viazané len na ich Specifickii geometrick reprezentaciu v rovine ¢i priestore.
Napriklad, prostrednictvom suradnicovej reprezentacie vektorov by sme ich mohli
priamociaro zovSeobecnit na usporiadané n-tice skalarov z Iubovolného pola K pre
akékolvek n € N. Tym by sme dostali akési ,,n-rozmerné vektorové priestory nad polom
K*. V duchu algebry teraz zadefinujeme abstraktny pojem vektorového priestoru nad
danym polom, pricom budeme abstrahovat od akychkolvek siradnic aj ,dimenzie®.
Podstatné budu pre nas len algebraické vlastnosti operacii sactu vektorov a skalarneho
nasobku vektora. K spominanym prikladom sa vSak budeme ststavne vracat.
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1.5. Vektorové priestory

Nech K je pole. Vektorovym alebo tiez linedrnym priestorom nad polom K nazy-
vame mnozinu V' s vyznacénym prvkom 0 a dvomi bindrnymi operaciami — sc¢itanim
+:V xV =V a ndsobenim -: K xV — V — takymi, ze plati

Vz,y,zeV)(@+ (y+2)=(z+y)+2),
Vz,yeV)(z+y=y+=z),

VzeV)(x+0==x),
VeeV)TJyeV)(x+y=0),

Va,be K)Vx € V)(a-(b-x)= (ab) - x),

Ve eV)(1l =1,

Vae K)Va,y e V)(a- (z+y)=(a )+ (a-y)),
Va,be K)Ve e V)((a+b) -z = (a-x)+ (b-x)).

Ako si citatel asi v§imol, skalary znac¢ime ,oby¢ajnymi* malymi latinskymi pisme-
nami a vektory tu¢nymi malymi latinskymi pismenami. Tejto implicitnej dohody sa
budeme vicSinou drzat, nie vSak za kazda cenu. Kedykolvek by nas obmedzovala,
nebudeme vahat ju porusit.

I ked scitanie skaldrov v poli a séitanie vektorov znacime rovnakym znakom +,
ide o rozne operacie. Podobne nasobenie v poli a nasobenie vektora skaldrom su
rozne operdacie, hoci obe znac¢ime -. Neskor tento pristup dovedieme eSte dalej, ked
budeme rovnako znacit prislusné operacie a nuly v roznych vektorovych priestoroch.
Rozlisovanie znakov pre nulu 0 € K a 0 € V, hoci tieto prvky plnia rovnaka funkciu
v K resp. vo V, je tak trochu proti duchu tohto pristupu. Ide vlastne o zbytoc¢ny
luxus, ktory je vSak v zhode s prijatou dohodou o znaceni skalarov a vektorov.

Z formalneho hladiska pripominaju axiémy vektorového priestoru axiémy pola:
sCitanie vektorov je opit asociativna a komutativna binarna operacia na V s neu-
tralnym prvkom O € V, operacia nasobenia vektora skaldrom tiez spliia akisi pod-
mienku ,asociativnosti“, 1 € K je jej ,neutrdlnym prvkom* a platia dva ,,distributivne
zakony“. Je tu vSak jeden podstatny rozdiel — kym nasobenie v poli K je binarnou
operaciou na mnozine K, t.j. zobrazenim -: K x K — K, nasobenie vo vektorovom
priestore V' nad polom K nie je bindrnou operaciou na V', ale bindrnou operéciou
- K xV — V. To ndm vs8ak nebréani zaviest obdobné dohody ako pre operacie v poli:
i teraz bude mat nasobenie prednost pre s¢itanim a znak nésobenia budeme vic¢Sinou
vynechévat, t.j. pisat napr. axz + y miesto (a - ) + y. Takisto budeme vynechéavat
zatvorky, ktorych umiestnenie neovplyvni vysledni hodnotu vyrazov ako napr. v abx
alebo ayx1 + ...+ anx,. Posledny vyraz budeme tiez znacit

n
E ;T
=1

a nazyvat linedrnou kombindciou vektorov xq,...,x, s koeficientami aq,...,a,.
. , 1 e . -

Specialne pre n = 1 to znamend Y i1 0iT; = aixy; kvoli Gplnosti pre n = 0 eSte
. , . , .« 4. 0 ,

kladieme prazdnu linedrnu kombinaciu ) ,_, a;x; rovni 0.
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Podobne ako v pripade poli, mozno z axiém vektorovych priestorov odvodit nie-
ktoré zakladne pravidld pre pocitanie so skalarmi a vektormi. Predovsetkym prvok
y € V taky, ze x + y = 0, je k danému « € V urceny jednoznacne — znacime ho
—x a nazyvame opacny vektor k x. Namiesto x + (—y) opit piSeme len  — y. Tieto
pravidla zhrnieme v nasledujtcej analdégii tvrdenia 1.3.1.

1.5.1. Tvrdenie. Nech V je vektorovy priestor nad polom K. Potom pre Iubovolné

neN, abay,...,ap, € K ax,y,z,2¢1,... ,x, €V plati
(a) x+y=x+2z = y=z,
(b) (ax =ay & a #0) = = =1y, (ax =bx & ¢ #0) = a=1,

(¢) a0 =0 = 0Oz,

(d) ax =0 = (a=0V z=0),

(¢) —x = (-1,

(f) a(x — y) = ax — ay, (a —b)x = ax — bz,

(g) a(x1+ ...+ ) =ax1 + ...+ axy, (a1 4+ ...+ ap)x =01+ ...+ a,T.

Dokaz. Vsetky podmienky, s vynimkou druhej implikécie v (b), mozno dokazat celkom
analogicky ako prislusné casti tvrdenia 1.3.1. Dokazeme aj tuto. Nech ax = bx a
x # 0. Potom (a—b)x = ax —bx = 0. Podla (d) z toho vyplyva a —b = 0, teda a = b.

Prave definované vektorové priestory by sme presnejSie mohli nazvat ,lavymi“ vek-
torovymi priestormi, lebo v operacii skalarneho nasobku piSeme skalar vlavo od vek-
tora. Celkom obdobne by sme mohli definovat aj ,,pravé“ vektorové priestory, v ktorych
by sme operaciu skalarneho nasobku chapali ako zobrazenie V x K — V a zapisovali
ju v tvare x - a alebo len xa pre @ € V, a € K. Vdaka komutativnosti nasobenia
v poli K si vSak méZeme dovolit chapat nase ,lavé“ vektorové priestory zaroven ako
wpravé“. Pre vSetky a € K, € V jednoducho polozime xa = ax. Jediny problém —
zabezpelit pre vSetky a,b € K, € V rovnost (ab)x = (ba)x, ktora z takejto definicie
vyplyva vypoctom

(ab)x = a(bx) = a(xb) = (xb)a = x(ba) = (ba)=x,

— je vyrieSeny prave v dosledku komutativnosti nasobenia v K. Teda, ak sa nam
v operacii skalarneho nasobku vyskytne skalar vpravo od vektora, nemusi nas to
vyviest z miery — kludne ho mdZeme prehodit vlavo a ani o zatvorky sa nemusime
prili§ starat.

1.6. Priklady vektorovych priestorov

1.6.1. Rozsirenia poli. Zrejme kazdé pole mozno K povazovat za vektorovy priestor
nad sebou samym. VSeobecnejSie, ak pole L je rozsirenim pola K, tak L moZno povaZo-
vat za vektorovy priestor nad polom K (formalne staci ,zabudnat“ nasobenie niek-
torych dvojic prvkov a,b € L a su¢in ab pripustit len pre a € K, b € L). Podobnym
sposobom mozno vektorovy priestor V' nad polom L z(Zenim nésobenia L x V — V
na nasobenie K x V' — V prerobit na vektorovy priestor nad polom K.

1.6.2. n-rozmerné riadkové a stlpcové vektory nad danym polom. Pre Iubo-
volné pole K a n € N mnoZina

K" ={(z1,...,xpn); T1,... ,x, € K}
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vsSetkych usporiadanych n-tic prvkov z K spolu s operaciami

T+y= (@1, Tn) + Y1, Un) = (@1 + Y15, Tn + Yn),
cr =c(xy,...,2Tn) = (CT1,...,CTy),

kde ¢ = (z1,... ,2,) € K™, y = (y1,... ,yn) € K™ a c € K, tvori vektorovy priestor
nad polom K. Zrejme usporiadand n-tica 0,, = (0,...,0) hrd tlohu nuly v K™. Ak
bude potrebné rozlisit nulové vektory v priestoroch K™ pre rozne prirodzené ¢isla n,
budeme pre nulu v K™ pouzivat oznacenie 0,,. Opaény prvok k ¢ = (z1,... ,x,) € K"
je zrejme
—x=—(21,... &) = (—21,...,—Tp)

Hovorime, zZe operacie na K" su definované po zloZkdch. Prvky tohto vektorového
priestoru nazyvame n-rozmerné riadkové vektory nad polom K. Kvoli uplnosti eSte
poznamenajme, 7e vektorovy priestor K9 pozostava z jediného prvku (), predstavu-
jaceho ,usporiadani nulaticu“, ktora tak je nevyhnutne nulou v K°.

Niekedy je (a viicSinou i bude) vyhodnejSie pracovat s n-rozmerngmi stlpcovimi
vektormi nad polom K, t.j. s vektormi tvaru

T
T = 9
l'n
kde z1,...,1, € K. Citatel si iste sim doplni definicie prislusnych operacii (opit po

zlozkéach) a dalSie podrobnosti. Pokial nebude hrozit nedorozumenie, budeme i tento
priestor oznacovat K™, pripadne len slovne naznacime, ¢i tym mame na mysli priestor
n-rozmernych riadkovych alebo stlpcovych vektorov. V stlade s tym 0,, alebo len 0
moze oznatovat aj nulovy vektor-stipec.

1.6.3. Polynémy nad danym polom. Pod polyndmom alebo tiez mnohoclenom f
stupnia n, kde —1 < n € Z, v premennej x nad polom K rozumieme formalny vyraz
tvaru

n
f@®)y=ap+ax+ ...+ ap_12"" "+ apz" = E a; ",
i=0

kde ag, a1, .. ,an_1,a, € st skalary, nazyvané koeficienty polynému f, a a,, # 0; nulu
0 € K povazujeme za polyném stupna —1 a nenulové skaldry a € K za polynémy
stupia 0. Zrejme kazdy polyném f definuje (rovnako oznacovanil) funkciu f: K — K
dant predpisom ¢ +— f(c), t.j. dosadenim konkrétnych hodnot ¢ € K za premennt x
do polynému f. Mnozinu vSetkych polynémov v premennej x nad K stupria nanajvys
n, kde —1 < n € Z, budeme znacit K(")[x]; mnozinu vsetkych polynomov v premenne;j
z nad K zna¢ime K[z]. Lubovolny polyném g(z) = Y.~ biz* € K[z] stupia m < n
mozeme tiez pisat v tvare
g(x) =bo + bz + ...+ bpx™ + 0™ 4. 4 02",

t.j. v tvare g(z) = > i, biz?, kde b; = 0 pre m < i < n. S pouZitim tejto konven-
cie moZno definovat siet f + g polynémov f = >0 ja;z’, g = > bixt z K|x]

predpisom
max(m,n)

(f+9)(@)=fl2) +g9(@)= Y (a;+b)a’.

1=0
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Ak navyse ¢ € K, kladieme

n

(cf)(x) = cf(x) aniaji.

=0

Lahko mozno nahliadnut, Ze s takto po zlozkach definovanymi operdciami siétu a
skalarneho nasobku tvori kazda z mnoZin polynémov K™ [z], kde —1 < n € Z, ako i
mnozina vietkych polynémov K [z] vektorovy priestor nad polom K. Strukttrou vek-
torového priestoru sa vSak algebra polynémov nevycerpava. Popri sticte a skalarnom
nasobku mozno na K[z] definovat aj sa¢in fg uvedenych polynémov f, g predpisom

m-+n

(f9)(w) = f(x)g(x) = ) era,

k=0

kde Cr = ZZO aibk_,’.

1.6.4. Priame suciny vektorovych priestorov. Nech V; a V5 st vektorové pries-
tory nad tym istym polom K. Priamym sicinom (niekedy tiez vonkajsim priamym
stictom) priestorov Vi, Vo nazyvame mnozinu V; X Vs, t.]. kartezidnsky stc¢in mnozin
Vi, Va, s operaciami suctu vektorov a skalarneho nasobku definovanymi po zlozkach.
Teda pre (u1,us), (v1,v3) € Vi x Vo, ¢ € K kladieme

(u1,uz) + (v1,v2) = (ug + v1,uz + v2),

c(uy,uz) = (cuy, cus).

Zrejme (0,0) je nulou tohto vektorového priestoru a —(uy,u2) = (—u1,—usz) je
opa¢ny prvok k (uy,us). Citatelovi prenechdvame, aby si overil, Ze priamy sacin
V1 x Vs s takto definovanymi operdciami naozaj tvori vektorovy priestor nad polom
K, a taktiez, aby si premyslel, ako mozno uvedena konstrukciu zovSeobecnit na priamy
siucin Vi x...xV, Iubovolného kone¢ného poc¢tu vektorovych priestorov V1,... ,V,, nad
K. Ak V =V, =...=V,, tak piSeme V; x ... x V,, = V"™ a tento vektorovy priestor
nazyvame n-tou priamou mocninou priestoru V. Pre V = K uvedena konsStrukcia
zrejme dava nam uz zndmy vektorovy priestor K™ z 1.5.2.

1.6.5. Vektorové priestory funkcii. Nech V je vektorovy priestor nad polom K
a X je Tubovolna mnozina. Pripomeiime, ze VX oznacuje mnozinu vSetkych funkcii
f: X — V. Teraz ukdZeme, ako mozno z tejto mnoziny urobit vektorovy priestor nad
polom K. Operéacie stuc¢tu a skaldrneho nasobku budeme definovat opit po zlozkéch.
To znamend, ze pre f,g € VX a ¢ € K budeme definovat funkcie f +g € VX a
cf € VX tak, ze pre kazdé z € X polozime

(f+9)(x) = f(z)+g(z),

Znovu mozno lahko nahliadnut, Ze VX s takto definovanymi operaciami tvori vek-
torovy priestor nad polom K — nazyvame ho vektorovym priestorom vsetkijch funkcii
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z X do V. Nulou vo V¥ je funkcia 0: X — V identicky rovna prvku 0 € V; opaénym
prvkom k funkcii f € V¥ je funkcia —f € VX dand predpisom z +— —f(z) pre z € X.

V $pecidlnom pripade pre V = K takto dostaneme vektorovy priestor KX vsetkych
funkcii z mnoziny X do pola K. Ak K je pole vSetkych redlnych pripadne komplexnych
¢isel a X je napr. nejaky uzavrety interval (a,b) redlnych ¢isel, tak dostavame vek-
torové priestory funkcii R(*? resp. C{%®  ktoré sa hojne vyskytuji v matematickej
analyze.



