0. ZAKLADNE POJMY Z LOGIKY A TEORIE MNOZIN

V tejto kapitole zavedieme niektoré zakladné logické a mnozinové pojmy a dohodneme
sa na Standardnej symbolike, ktori budeme dalej pouZivat. Nebudeme vSak systema-
ticky budovat axiomaticku tedriu mnozin, prave naopak, s mnozinami budeme narabat
skor intutivne. Citatel, ktory zakladné mnozinové pojmy ovlada, moze tito kapitolu
vynechat, pripadne ju len letmo prelistovat, aby sa oboznamil s nasou terminolégiou
a symbolikou.

0.1. Logické spojky a kvantifikatory

Kvéli prehladnosti budeme niektoré matematické tvrdenia zapisovat v symbolickej
podobe ako matematické formuly. S prikladmi réznych formul sa eSte stretneme.
V tejto chvili sa zameriame len na spoésob, ako mozno z danych tvrdeni ¢i formul
tvorit nové pomocou logickyjch spojok a kvantifikdatorov.

Nech P, Q st Tubovolné tvrdenia.

(a) Tvrdenie, ktoré je pravdivé prave vtedy, ked tvrdenie P je nepravdivé, nazyvame
negdciou tvrdenia P, znacime ho =P a ¢itame ho ,,nie P“, pripadne ,non P*.

(b) Tvrdenie, ktoré je pravdivé prave vtedy, ked st pravdivé obe tvrdenia P, @,
nazyvame konjunkciou alebo logickym sicinom tvrdeni P, (), zna¢ime ho P & @)
a Citame , P a zaroven (Q“, kratko len ,P a Q“, pripadne ,,P et Q.

(¢) Tvrdenie, ktoré je pravdivé prave vtedy, ked je pravdivé aspon jedno z tvrdeni
P, @, nazyvame alternativou alebo disjunkciou ¢i logickym suctom tvrdeni P,
@, znacime ho P V @, a ¢itame ,,P alebo Q“, pripadne ,P vel Q“.

(d) Tvrdenie =P V @ skratene oznacujeme P = () a nazyvame ho implikiciou
tvrdeni P, (). Vyraz P = (@ c¢itame ,ak P, tak Q“ alebo ,,z P vyplyva Q,
pripadne ,,P implikuje Q“. Tvrdenie P nazyvame predpokladom a tvrdenie ()
zaverom implikacie P = (). Uvedomte si, ze implikidcia P = @ je nepravdiva
jedine v tom pripade, ak predpoklad P je pravdivy a zaver () je nepravdivy.

(e) Tvrdenie (P = Q) & () = P) skratene oznacujeme P < (Q a nazyvame
ho ekvivalenciou tvrdeni P, Q. Vyraz P < (@) ¢itame ,, P prave vtedy, ked Q*,
pripadne ,P je ekvivalentné s Q. Zrejme ekvivalencia P < (@ je pravdiva
vtedy a len vtedy, ked tvrdenia P, () st zaroven obe pravdivé alebo zaroven obe
nepravdivé.

Znaky —, &, V, =, < nazyvame logickymi spojkami. V literatire sa mozno tiez
stretnit s oznacenim P’, <P alebo ~P pre negiciu, P A Q pre konjunciu, P — Q
alebo P D () pre implikaciu a P <> (Q alebo P = () pre ekvivalenciu.

Okrem tvrdeni zapisujeme formulami aj vlastnosti objektov a vztahy medzi nimi.
Na tento ucel pouZivame formuly s wvolnymi premenngmi. Oznalujeme ich P(x),
Q(z,y), R(x1,...,x,) a pod. Dosadenim konkrétnych objektov do formil namiesto
volnych premennych dostavame tvrdenia. Napriklad, ak Q(z,y) je formula s volnymi
premennymi z, y a a, b st nejaké objekty, tak Q(a,b) je tvrdenie, ktoré je pravdivé
prave vtedy, ked sa objekty a, b nachddzaji vo vztahu oznacenom formulou Q.
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Zrejme aj na formuly s volnymi premennymi mozno aplikovat logické spojky, ktoré
si pritom zachovaji svoj doterajsi vyznam. Popri logickych spojkach mozno z formul
tvorit nové formuly ¢i tvrdenia aj pomocou kvantifikdtorov.

Nech P(z) je lubovolnd formula.

(a) Tvrdenie ,existuje z také, ze P(x)“ skratene zapisujeme (I x)P(x).

(b) Tvrdenie ,pre kazdé (pre vSetky) x plati P(z)“ skratene zapisujeme (Vx)P(z).
Znaky 3 resp. V su kvantifikatory; 3 nazyvame existencny a V univerzalny alebo
tiez vSeobecny kvantifikdtor. Zrejme premennd z uz nie je vo formulach (Vz)P(x)
a (Fz)P(z) volna ale viazand; ak x je jedind volnd premenna vo formule P(z), tak
(Vz)P(x) a (Jx)P(z) st tvrdenia. Oba uvedené kvantifikdtory st zviazané pravidlami
negacie kvantifikovanych formul:

~(32)P(z) < (Yao)-P(z),
-(Vz)P(z) & (Jz)-P(x).

Pomocou existenéného a univerzalneho kvantifikdtora uz vieme vyjadrit i kvan-
tifikator jednoznacnej existencie. Ak P(z) je nejakad vlastnost, tak tvrdenie ,existuje
prave jedno z také, Ze P(x)“, t.j. tvrdenie

Fz)(P(z) & (Vy)(P(y) = y = ),

skratene zapisujeme v tvare (Ilxz)P(z). Toto tvrdenie je zrejme ekvivalentné s tvr-
denim

B2)(Vy)(P(y) & y = ).

0.2. Mnoziny

Pod mnoZinou rozumieme Iubovolné jednoznac¢ne vymedzené zoskupenie nejakych
(Gasto i znacne roznorodych) objektov — prvkov mnoZiny — chdpané ako jediny objekt.
Mnoziny budeme vic¢sinou znacit velkymi latinskymi pismenami, ich prvky malymi
pismenami.

Tvrdenie ,,objekt x je prvkom mnoziny X“, zapisujeme x € X; hovorime tiez, Ze
x patri do mnoziny X. Tvrdenie ,,objekt x nie je prvkom mnoziny X, t.j. x nepatri
do mnoziny X, zapisujeme z ¢ X.

Mnozina je jednoznacne zadand zoskupenim svojich prvkov. Preto dve mnoziny,
nezavisle od sposobu ich zadania, povazujeme za totozné, ak maju tie isté prvky. Pre
[ubovolné mnoziny X, Y teda plati

X=Y & Ve)(ze X & zeY).

Thato vlastnost mnoZin nazyvame extenzionalitou.
Hovorime, 7ze mnozina X je podmnoZinou mnoziny Y, oznacenie X C Y, ak kazdy
prvok mnoziny X patri aj do mnoziny Y, t.].

XCY & (Vo)zeX = z€Y).

Vztah C nazyvame vztahom inklizie Extenzionalitu mnoZin teraz mozno skratene
vyjadrit v tvare konjunkcie dvoch inklazii

X=Y & XCY &Y CX.
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Kuvantifikicie uvedené v predchadzajicom paragrafe sa nazyvaji neohranicené,
lebo oblast pdsobnosti kvantifikdtorov v nich nebola nijako ohranic¢ena. V matematike
(i v beznom Zzivote) sa vSak CastejSie vyskytuju ohranicené kvantifikdcie, v ktorych je
oblast posobnosti prislusného kvantifikatora ohrani¢ena nejakou mnozinou X. Ide o
kvantifikacie tvaru (3z € X), (Vz € X) a (3lz € X), ktoré ¢itame postupne ,existuje
x z mnoziny X, ,pre kazdé (pre vSetky) = z mnoziny X, resp. ,existuje prave jedno
(jediné) = z mnoziny X “. Tieto kvantifikicie mozno vyjadrit pomocou neohranicenych
kvantifikacii nasledujicim spésobom: Ak P(z) je lubovolnd vlastnost a X je mnoZina,
kladieme

(Jz e X)P(z) & (Jz)(z e X & P(z)),
(Vz e X)P(z) & (Vz)(ze X = P(x)),
Az e X)P(z) & BreX)(P(z) & (Vy e X)(P(y) = y=1x)).

V poslednom pripade mozeme tiez pouzit vyjadrenie
(Flz e X)P(z) & Brxe X)Vye X)(Ply) & y=u1).

Mnozinu nazyvame konecnou, ak ju mozno zadat vymenovanim vSetkych jej prvkov.|j
Ak X je kone¢na mnozina a 1, xs,..., T, su vsetky jej prvky, piSeme

X ={x1,22,...,2,}.

7, extenzionality potom vyplyva, Ze nezalezi na poradi vymenovania prvkov mnoziny
X. Taktiez sa moze stat, Ze X ma menej neZ n prvkov — v takom pripade sa niektoré
z prvkov zq,...,x, opakuji a v zdpise mnoziny X moZeme (no nemusime) opaku-
jace sa prvky az na jeden z nich vynechat. Napriklad {z,y} = {y,z}, a ak z = v,
tak {z,y} = {z} = {y}. Okrem mnozin, ktoré maji nejaké prvky, zavidzame aj
tzv. prazdnu mnoZinu (), ktord neobsahuje nijaky prvok. Z extenzionality vyplyva, Ze
prazdna mnozina je touto podmienkou jednoznacne urcena.

Popri koneénych mnozinach vSak v matematike casto pracujeme i s nekonecnymsi
mnozinami, t.j. takymi, ktoré nemozno zadat vymenovanim vSetkych ich jednotlivych
prvkov. Takéto mnoziny zvykneme zadavat nejakou charakteristickou vlastnostou. Ak
P(x) je nejaka vlastnost, piSeme

X = {xz; P(z)},

¢im myslime, ze pre fubovolné z plati z € X prave vtedy, ked z splia P(z). Z exten-
zionality vyplyva, Ze takto definovand mnozina X je urcend jednoznacne. Napriklad
vlastnostou ,,z je parne celé ¢islo* je uréend mnozina vSetkych parnych celych ¢isel.

Poznamenajme, 7e z rovnosti X = {z; P(x)} eSte nijako nevyplyva, Ze mnozina X
je nekonec¢na — rovnako dobre méze byt aj konecna, dokonca prazdna.

Na tomto mieste je potrebné poznamenat, ze uvedeny princip, ktory nam umoznuje
zadavat mnoziny akymikolvek vlastnostami ich prvkov, vedie k logickym sporom, a
je preto v uvedenej intuitivnej a neobmedzenej podobe nepouzitelny. Kedze sa vSak
nehodlame pustat do jeho upresiovania, ¢o by si vyziadalo vybudovat zaklady axio-
matickej teérie mnozin, nezostava nam nez Gitatelovi vopred zarucit, Ze vSetky pripady
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pouzitia tohto principu, ktoré sa v tomto texte vyskytnid, budi plne legalne z hladiska
tedrie mnozin, a poziadat ho o doveru. Zatial staci, ak prezradime, Ze vSetky mnoziny
netvoria mnozinu, t.j. neexistuje mnozina vSetkych mnozin. To znamenad, Ze vlast-
nostou ,,z je mnozina“ nie je vymedzend nijakd mnozina.

NajcastejSie budeme spominany princip pouZivat na vymedzovanie podmnoZin
nejakej vopred danej mnoZiny pomocou vlastnosti popisanych matematickymi for-
mulami. Ak M je mnoZzina a P(z) je nejakd (matematickd) vlastnost, tak existuje
mnozina X vSetkych tych prvkov z mnoziny M, ktoré maju vlastnost P(z), t.].
mnozina

X={xeM,; Plx)}={x;x € M & P(x)}.

Nech X, Y st Iubovolné mnoziny. Prienikom, zjednotenim, a rozdielom mnozin X,
Y nazyvame porade nasledujiice mnoziny:

XNY={r;ze X &xeY},
XUY={zr;ze X VaxeY},
X\Y={r;ze X &x¢Y}

Mnoziny X, Y nazyvame disjunkiné, ak X N'Y = (). Citatelovi prenechdvame, aby si
sam premyslel zdkladné vlastnosti uvedenych mnozinovych operacii.

Pod usporiadanou dvojicou objektov z, y rozumieme objekt oznacovany (z,y),
taky, ze pre vSetky x, y, u, v plati:

(z,y) = (u,v) & (r=u & y=v).

Uvedomme si, 7e nepotrebujeme vediet, ¢o je ,naozaj* usporiadana dvojica (z,y),
dolezité je len uvedena vlastnost. Analogicky zavadzame pre Iubovolné celé ¢islo n > 2
usporiadani n-ticu (z1,...,x,) tak, ze pre vSetky z1,..., %y, Y1,. .., yn plati

(1) n) = W1,y tn) © (1=1 & ... & T, = yn).

Mnoziny
XxY={(z,y;ze X &yecY},
X1 x ... xXn:{(xl,...,xn); rneXi & ... &2, EXn}
nazyvame kartezianskym sicinom mnozin X, Y, resp. mnozin X4,..., X,,. V pripade,
ze X1 =---=X,, =X, piSeme

Xy x...X,=X".
Pre uplnost este kladieme
X=X, X°={0.

X" nazyvame n-tou kartezianskou mocninou mnoziny X.

Pocet prvkov konefnej mnoziny X budeme znacit # X. TaktieZ prazdna mnoZina
je konecnd a plati # 0 = 0. Pre nekoneénit mnozinu X piSeme # X = oo. Zrejme pre
Tubovolné konecéné mnoziny X, Y plati

9
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H(XUY)=#X+#Y S#(XNY),
# (X XY)=#X- -#Y.

Z poslednej rovnosti vyplyva, ze
pre kazdé celé c¢islo n > 0 a koneéni mnozinu X.

0.3. Zobrazenia

Zobrazenim alebo tiez funkciou z mnoziny X do mnoZiny Y rozumieme Iubovolny
predpis, ktory kazdému prvku x mnoziny X priradi jednoznacne urCeny prvok y
mnoziny Y. Zapis f: X — Y oznacuje, Ze f je zobrazenie (funkcia) z X do Y. Ten
jednoznacne urceny prvok y € Y, ktory zobrazenie f priradi prvku z € X, budeme
znacit f(x), pripadne len fx alebo f,. Vo vztahu y = f(x) nazyvame = nezdvisle pre-
mennou alebo argumentom a y zdvisle premennou alebo funkcénou hodnotou funkcie
f. Piseme tiez f: z +— y.

Dve zobrazenia f,g: X — Y sa rovnaji, ak pre kazdé x € X plati f(z) = g(z).

MnoZinu vietkych zobrazeni z mnoziny X do mnoZiny Y budeme oznacovat Y ¥;
teda

YX={f; f: X > Y}

Toto oznadenie je motivované vzorcom pre pocet prvkov mnoziny Y¥. Pre koneéné
mnoziny X, Y totiz plati
# (YY) = (#V)#9.

(Samostatne si rozmyslite preco!)

Zobrazenie f: X — X sa nazyva transformdciou mnoziny X alebo tiez undrnou
(t.j. jednomiestnou) operdciou na mnozine X.

Zobrazenie f: X — Y sa nazyva prosté alebo tiez injektivne ¢i injekcia, ak r6znym
prvkom z1, 2 € X priraduje rozne prvky f(z1), f(z2) € Y, t.]. ak plati

(Vz1,20 € X) (21 # 22 = f(21) # f(22))-

Uvedent podmienku mozno ekvivalentne vyjadrit v tvare

(VCEl,.TQ € X)(f(l’l) = f(:l?z) = Ir1 = 5172).

Zobrazenie f: X — Y sa nazyva zobrazenie na mnoZinu Y alebo tiez surjektivne
¢i surjekcia, ak na kazdy prvok mnoziny Y sa zobrazi nejaky prvok mnoziny X, t.j.
ak plati
Vy eY)Fz e X)(y = f(z)).

Hovorime, ze f: X — Y je prosté zobrazenie X na'Y alebo tiez bijektivne zobrazenie
¢i biyekcia, ak f je zaroven prosté a na, t.j. injektivne i surjektivne. ESte inak to
mozeme vyjadrit podmienkou

Vy e Y)(Fz € X)(y = f(x)).
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Namiesto uvedenych pojmov niekedy tiez hovorime, Zze f je vzdjomne jednoznacné
zobrazenie mnoziny X na mnoZinu Y.

Ak f: X — Y je bijekcia, tak existuje jednoznacne urcené zobrazenie g: ¥ — X,
ktoré kazdému y € Y priradi ten jediny prvok z € X, pre ktory plati y = f(x). Toto
zobrazenie nazyvame inverznym zobrazenim k zobrazeniu f a oznacujeme ho f~!.
Zrejme f~1:Y — X je tiez bijekcia a pre vietky xz € X, y € Y plati

FHf@) =2 f(f ) =y

Nech f: X — Y, g: Y — Z st zobrazenia. Kompoziciou zobrazeni f, g alebo aj
zloZenym zobrazenim z f a g rozumieme zobrazenie oznacené ako go f: X — Z, dané
pre kazdé x € X predpisom

(g o)) = g(f(x)).

ZloZzené zobrazenie mozno znazornit pomocou tzv. komutativneho diagramu

1 .y
gof g
YA

(Vsimnite si, Ze zobrazenie g o f zapisujeme , v obratenom poradi® — najprv totiz na
prvok z aplikujeme f a aZ potom g. Nuti nas k tomu zauzivand konvencia, podla ktorej
argument x piSeme napravo od funkcie f. Poznamenajme, Ze niektori autori davaju
prednost ,prirodzenému poradiu“ a kompoziciu zobrazeni f: X — Y, g: Y — 7,
zapisuju ako f o g. Kvoli tomu vSak opistaju spominani konvenciu a namiesto f(x)
pisu zf. V tomto duchu funguji napr. niektoré kalkulacky.)

Skladanie zobrazeni je asociativne v nasledujucom zmysle: ak f: X - Y, g: Y —
Z a h: Z — W su zobrazenia, tak

ho(gof)=(hog)of.

Lahko totiZz nahliadneme, Ze jedno i druhé zobrazenie priradi prvku z € X prvok

hg(f(x))) € W.

Na kazdej mnozine X mame definované identické zobrazenie idx: X — X, nazy-
vané tiez identita na X, také, ze

idx(z) =z

pre kazdé x € X. Zrejme idx je bijekcia pre kazdé X, a pre lubovolné zobrazenie
f: X — Y plati

fOidX :f:idyof.
Ak f: X =Y je bijekcia, tak k nej inverzné zobrazenie f~!': Y — X teraz mozeme
charakterizovat rovnostami

flof=idx, fof '=idy.
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Citatel sim Tahko nahliadne, %e pre lubovolné zobrazenia f: X — Y, g: Y — Z

plati:

(a) Ak f, g sa injektivne, tak aj g o f je injektivne.
(b) Ak f, g st surjektivne, tak aj g o f je surjektivne.
(c) Ak f, g s bijektivne, tak aj g o f je bijektivne.
(d) Ak go f je injektivne, tak aj f je injektivne.
(e) Ak go f je surjektivne, tak aj g je surjektivne.
(f) Ak go f je bijektivne, tak f je injektivne a g je surjektivne.

Nech f: X — Y je nejaké zobrazenie a A C X. ZuZenim zobrazenia f na mnozinu
A nazyvame zobrazenie f[A: A — Y také, ze

pre kazdé x € A. Obrazom mnoZiny A v zobrazeni f nazyvame mnozinu

f(A) ={f(z); z € A} C Y.

Specialne, mnozinu f(X) nazyvame obrazom zobrazenia f a znacime ju

Im f = f(X) = {f(2); v € X}.

Pre f: X - Y a A C X plati Im(f [ A) = f(A); zrejme f je surjekcia prave vtedy,
ked Imf =Y,
Podobne, vzorom mnoZiny B CY v zobrazeni f: X — Y nazyvame mnozinu

f7HB)={z € X; f(x) e B} C X.
Pre Iubovolné A C X, B C Y moZno jednoducho overit inklizie

AC N f),  f(F7H(B)) C B.

0.4. Binarne operacie

Ak X, Y, Z st mnoziny, tak zobrazenie f: X XY — Z nazyvame bindrnou (t.].
dvojmiestnou) operdciou na mnoZinich X, Y s hodnotami v mnoZine Z. Binarne
operacie vicsinou oznacCujeme znakmi umiesthovanymi medzi hodnoty argumentov,
ako napr +, -, o, * a pod. Hodnotu takej operacie na dvojici prvkov z € X, y € Y
potom oznacujeme z + y, x - y (pripadne len zy), z oy, z x y a pod.

Najcastejsie budeme pracovat s binarnymi operaciami tvaru f: X x X — X, ktoré
nazyvame jednoducho bindrnymi operdciami na mnozZine X.

Binarna operacia * na mnozine X sa nazyva asociativna, ak pre vSetky z,y,z € X
plati

x(yxz)=(x*y)*z

Asociativita operacie ndm dovoluje vynechéavat zatvorky a pisat len z xy * z. Podobne
si mozno pocinat i v pripade viacerych argumentov.
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Binarna operacia * na mnozine X sa nazyva komutativna, ak pre vSetky z,y € X
plati
TRy =Y *I.

Prvok e € X sa nazyva neutrdlny prvok binarnej operacie * na mnozine X, ak pre
vSetky x € X plati
exTr=T*e=u.

Napriklad pre fubovolni mnoZinu X kompozicia o je asociativna bindrna operacia
na mnozine XX vsetkych transformacii mnoziny X s neutralnym prvkom idx. Zrejme
ak # X > 2, tak tato operacia nie je komutativna.

Binarnu operaciu * na konec¢nej mnozine X mozno zadat pomocou tzv. multiplika-
tivnej tabulky, ktorej stlpce i riadky st oznaené prvkami mnoziny X. Do pola tabulky
leziaceho v prieseéniku z-tého riadku a y-tého stlpca vpiseme hodnotu z * y.

Napr. tabulkami

+10]1(2|3(4 0111234
0({011]2|3(4 010/0]0]0]0
111(2|3(4]0 1{01112|3(4
2(213|14]0]1 210124113
3134|012 310131142
414101123 410141321

st zadané dve asociativne a komutativne operacie + a - na mnozine {0,1,2,3,4}.
Navyse 0 je neutralny prvok operacie 4+ a 1 je neutralny prvok operacie -.

Komutativitu bindrnej operacie mozno lahko nahliadnut z jej multiplikativnej ta-
bulky — prejavi sa symetriou tabulky podla hlavnej diagonaly spajajicej lavy horny a
pravy dolny roh. TaktieZ neutralny prvok mozno odhalit na prvy pohlad, lebo v jeho
riadku i stlpci sa zreproduje riadok resp. stlpec zo zahlavia tabulky. Asociativnost,
zial, tak jednoducho nahliadnut nemozno.

Podobnym spdsobom mozno zaviest aj m-miestne operacie X; x ... x X,, — Y,
pripadne X™ — Y, ¢i X™ — X pre [ubovolné celé ¢islo n > 0.

0.5. Permutacie

Kym znalost predchadzajicich paragrafov je nevyhnutnym predpokladom, aby citatel
mohol zacat so Stidiom kapitoly 1, tento paragraf budeme potrebovat az neskor, ked
zacneme preberat determinanty.

Nech X je Iubovolnd mnoZina. Permutdciou mnoZiny X rozumieme lubovolné bi-
jektivne zobrazenie o: X — X. Mnozinu vSetkych permutécii mnoziny X znacime
S(X). Ak X je kone¢nd mnozina, tak pocet prvkov mnoziny S(X) je dany znamym
vztahom

#S(X) = (# X)),

kde n! =1-2-...-n je faktoridl prirodzeného ¢isla n (pritom 0! = 1! = 1).

Uvedomme si, ze transforméacia f: X — X konecnej mnoziny X je injektivna
prave vtedy, ked je surjektivna. Jedna i druhd podmienka totiZ hovori, Ze mnoZina
f(X) € X mé rovnaky pocet prvkov ako X. Teda uz jedna z uvedenych podmienok
je postacujica na to, aby f bola permutaciou kone¢nej mnoziny X.
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Ked7e zlozenie o o 7 dvoch permutécii o, 7 € S(X) dava opif permutdciu mnoziny
X, kompozicia o je asociativna binirna operacia na mnoZine S(X) a idx je jej neu-
tralny prvok. Lahko sa mozZno presveddit, Ze — okrem pripadu, ked # X < 2, — této
operacia nie je komutativna.

Pre X = {1,2,...,n} namiesto S(X) piSeme S,,. Permutaciu ¢ € S, zvycajne

zapisujeme v tvare
o — 1 2 .. n
~\o(l) o(2) ... o(n))"

Prvky mnoZiny Sz, t.j. permutdcie mnoziny {1,2,3}, si moZeme predstavit ako
symetrie rovnostranného trojuholnika s vrcholmi oznacenymi ¢islami 1, 2, 3. Ak si
identicktl permutéciu tejto mnoziny oznac¢ime ako ¢, oto¢enia okolo taziska trojuhol-
nika proti smeru resp. v smere hodinovych ruéi¢iek o uhol /3 ako o resp. =1, a osovii
sumernost podla osi prechddzajicej i-tym vrcholom a stredom protilahlej strany ako
oi, pre ¢ = 1, 2, 3, tak mnozina permutacii S3 bude pozostavat z permutacii

(1 3 (1 3 L (1 3
—\1 3/ 2= 19 1) ¢ =13 92>
oo (1 3) o (1 3) oy — (1 3
1 9 3 1 9 3

Multiplikativna tabulka binarnej operacie o na mnozine S3 vyzera takto:

W N NN
NN W N
N =N

© L 0 |0 01 | 02 | 03

o |07 o1 | o2 | 03
o | oot v |o3|o1]| o
o o] 0 | 02 | 03 | 01
o1 | o1 | o2 | 03| L o |o!
o2 |02 | o3 | o1 |07 ¢ 0
o3 | o5 | o1 |oa| 0 |o7t] ¢
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Permutéciu o € S(X) nazyvame transpoziciou, ak existuju z,y € X také, ze z # y,
o(x) =y, 0(y) =z aoc(z) =z pre kazdé z € X \ {z,y}. Inak povedané, transpozicia
je vymena dvoch prvkov mnoziny X.

Zrejme o1, 09,03 € S3 su transpozicie.

Z nazoru je zrejmé (a nebudeme to dokazovat), ze kazdi permuticiu o konecénej
mnoziny X mozno ziskat postupnymi vymenami dvojic prvkov, teda kazda taka
permutacia je kompoziciou transpozicii. Tento rozklad na transpozicie nie je jedno-
znacny: napr. ¢ € S3 mozno zapisat ako ¢, t.j. kompoziciu 0 transpozicii, a taktiez ako
L =01001 = 09003 = 03003, t.]. aspon troma dal$imi spdésobmi ako kompoziciu
dvoch transpozicii.

DlZkou permutdcie o koneénej mnoziny X nazveme najmensi pocet transpozicii,
na kompoziciu ktorych mozno o rozlozit, a ozna¢ime ju |o|. Samotna dlzka |o| nie je
dodlezita, vyznam mé len parita tohto &isla, t.j. vlastne vyraz sgno = (<1)l7l, ktory
nazyvame znakom, pripadne znamienkom permutdcie o.

Permutécia o konefnej mnoziny X sa nazyva pdrna resp. nepdrna, ak ¢islo |o] je
parne resp. neparne, t.j. ak jej znak je 1 resp. <l1.

7 nasledujucej vety vyplyva, ze pri urcovani znamienka permutacie ¢ mozeme
pouzit jej lubovolny rozklad na transpozicie o = 79 o ... 0 7 a nemusime sa starat
o to, ¢i tento rozklad je naozaj najkratsi — pre [ubovolny taky rozklad totiz plati

()7l = (s1)k,
0.5.1. Veta. Nech X je kone¢na mnoZina. Potom pre Iubovolné o, € S(X) plati

(e)loorl = (an)lel. (a1)l7],

Dokaz. Zrejme staci dokdzat uvedeni rovnost pre pripad, ked 7 je transpozicia a
X ={12,...,n}.

Pre kazdé o € S, oznafme p(o) sGcin vSetkych rozdielov tvaru o(j) <o(i), kde
1 <i < j<n.Zrejme pre vietky o € S,, maju vyrazy p(o) rovnaki absolitnu hod-
notu a liSia sa nanajvys znamienkom. Toto znamienko zavisi od parity poctu za-
pornych é&lenov v stcine p(a). Clen o(j) €0 (i) je zdporny prave vtedy, ked i < j a
o(i) > o(j), — kazda taka dvojicu (i,j) nazyvame inverziou permuticie o. Identita
idx mé 0 inverzif a p(idx) =1""1.2"72. ...(nel)l=11-21..... (n&1)! > 0.

Staci teda dokazat, Ze pocet inverzii permutéacii o a o o7 sa lisi o neparnu hodnotu.
Nech 1 < k <1 < n st tie dva prvky, ktoré vymiena transpozicia 7. Potom

o= 1 .. k - l - n
S \o(1l) ... ok) ... o) ... o(n))’
oor— r ... kL [ e n
S \o(l) ... o) ... ok) ... o(n))"”
Inverzie (i,j) permutéacie o, v ktorych nevystupuje k£ ani [, su tiez inverziami per-
mutacie o o 7. Inverzie, v ktorych vystupuju prvky ¢, k, a 7,1, kde ¢ # k, [, alebo obe
stcasne vznikni alebo stcasne zanikni v o o 7 oproti o. Konec¢ne, pokial (k,[) nebola

inverziou v o, stane sa nou v o o 7; pokial fiou bola, tato inverzia v o o 7 zanikne.
Teda celkovy rozdiel poctu inverzii permutacii o a o o 7 je neparny.
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0.6. Ekvivalencie a rozklady

Podobne ako predosly, i tento paragraf moze citatel zatial preskocit. Jeho znalost
bude potrebna az neskdr, v suvislosti s niektorymi otazkami tedrie grap. S pojmom
ekvivalencie sa sice stretneme uz predtym, dovtedy ho vSak nebudeme systematicky
vyuZivat.

Nech ~ je nejaky dvojmiestny vztah, do ktorého vstupuju prvky nejakého oboru
objektov M (tento obor moze, ale nemusi byt mnoZinou). Zépisom x ~ y zna¢ime, ze
prvky z,y € M sa nachadzaji vo vztahu ~; ak sa x,y € M nenachadzaja v tomto
vztahu, piSeme z £ y.

Hovorime, ze vztah ~ je na obore M

(a) reflexivny, ak pre vSetky x € M plati x ~ x;

(b) symetricky, ak pre vSetky z,y € M plati x ~y = y ~ x;

(¢c) tranzitivny, ak pre vSetky z,y,z € M platiz ~y & y~z = = ~y.
Vztah ~, ktory je reflexivny, symetricky a tranzitivny na obore M, nazyvame vzta-
hom ekvivalencie alebo len kratko ekvivalenciou na obore M. Ekvivalencie budeme
vacsinou znacit znakmi ~, &, = a pod.

Kazdy vztah ekvivalencie na nejakej mnozine ¢i obore objektov M predstavuje isté
hladisko, z ktorého povazujeme niektoré prvky z M za rovnocenné, t.j. ekvivalentné,
a iné nie. Napr. na mnozine vSetkych hracich guli¢iek v danej jamke mozno zaviest
vztah ekvivalencie, v ktorom sa nachadzaju Iubovolné dve gulicky prave vtedy, ked
maji rovnaki farbu. Vztah, v ktorom sa nachadzaja dve takéto gulicky prave vtedy,
ked maji rovnakd hmotnost, je inym prikladom ekvivalencie na tejto mnozine.

Jednym dychom vSak poznamenajme, Ze uvedené priklady neslobodno brat prilis
vazne, lebo rovnocennost sa v nich miesa s podobnostou, — ,naozajstné“ ekvivalencie
predstavuju len v znacne idealizovanom pripade. S reflexivnostou a symetriou nie je
problém, v realnom zivote vSak zvykne zlyhat tranzitivnost. MdéZeme sa napriklad
zhodnut, ze gulicky a, b maja rovnaka farbu, a takisto maja rovnakua farbu gulicky
b, c. No farba guliciek a, ¢ sa ndm uz rovnakou zdat nemusi. Podobne mézeme v ramci
presnosti nasich vah dospiet k zaveru, ze gulicky p, g ako aj gulicky ¢, » maji rovnaka
hmotnost. AvSak hmotnost guli¢iek p, r sa ndm uz vazenim moze podarit rozlisit. Lep-
sim prikladom ekvivalencie je tak vztah na mnozine vSetkych bankoviek danej meny,
v ktorom sa nachadzaju dve bankovky prave vtedy, ked maji rovnaki nominédlnu
hodnotu.

Na rozdiel od realneho Zivota sa v matematike nemusime trapit podobnymi tazkos-
tami. VSetky ekvivalencie, s ktorymi sa tu stretneme, budi mat v plnej miere vSetky
tri uvedené vlastnosti. Este jeden priklad za vSetky: vztahom

T~y & |z =y

je definovana ekvivalencia ,,mat rovnakiu absolitnu hodnotu“ na mnozine C vsetkych
komplexnych cisel.
Nech ~ je ekvivalencia na mnozine X. Pre z € X oznac¢me

T={ue X;u~uz}

mnozinu vSetkych prvkov u € X ekvivalentnych s x, ktort nazyvame triedou alebo
blokom ekvivalencie prvku x. Zrejme pre Iubovolné x € X plati x € z. Lahko tieZ
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mozno dokazat (skiste sami), ze
I=yg & x~y & TNY£D
pre vSetky z,y € X. Mnozinu
X/~ ={z; € X}

vSetkych tried ekvivalencie prvkov mnoziny X nazyvame faktorovou mnoZinou mno-
ziny X podla ekvivalencie ~. (Podotykame, 7e v zhode s paragrafom 0.2 sa kazda
trieda & nachddza v mnozine X/~ iba raz, i ked prvkov y € X, pre ktoré plati z = ¢,
moze byt mnoho.)

Priradenim x — Z je definované surjektivne zobrazenie X — X/~ ktoré nazyvame
prirodzenou alebo tiez kanonickou projekciou mnoziny X na faktorovi mnozinu X /~.

Na faktorovit mnozinu X/~ sa mozno divat dvojakym spdsobom. Jednak ako na
vysledok stotoznenia ¢i zlepenia navzajom ekvivalentnych prvkov mnoziny X; v takom
pripade sa na bloky = divame predovsetkym ako na prvky, ktoré vznikli ,stiahnutim*
celej triedy 2 do jediného bodu, a vedome zanedbavame fakt, Ze si to zaroven mnoziny.
Pouzitim nazvu ,faktorovd mnozina“ naznacujeme, ze v danej chvili ddvame tomuto
pohladu prednost. Na druhej strane sa na mnoZinu X/~ mozno divat ako na rozklad
mnoziny X na navzajom disjunktné neprazdne mnoziny .

Rozkladom mnoziny X nazyvame lubovolny systém (t.j. mnoZinu) jej nepréazd-
nych podmnozin R taky, ze kazdy prvok mnoziny X padne do prave jednej mnoziny
zo systému R. Inymi slovami, systém R neprazdnych podmnozin mnoziny X je jej
rozkladom prave vtedy, ked splita nasledujtice dve podmienky:

(1) zjednotenim vSetkych mnozin A € R je celd mnozina X, t.j.
Vze X)(FAe€ R)(x € A);

(2) mnoziny z R st navzajom disjunktné, t.j.
VA, BeER)(A# B = AnB=10).

Lahko moZno nahliadnut, Ze faktorova mnozina X/~ mnoziny X podla ekvivalencie
~ je zaroven rozkladom mnoziny X, ktory je tvoreny triedami navzajom ekvivalent-
nych prvkov. Taktiez naopak, kazdy rozklad R mnoziny X urcuje predpisom

r~py & (A€ R)(x,y € A)

ekvivalenciu na mnozine X. Inak povedané, prvky z,y € X st vo vztahu ekviva-
lencie uréenej rozkladom R prave vtedy, ked sa nachadzaji v tej istej (jednoznacne
uréenej) mnozine z tohto rozkladu. Citatelovi prenechavame, aby si samostane overil,
7e takto definovany vztah ~g je reflexivny, symetricky a tranzitivny, t.j. ma vSetky
tri pozadované vlastnosti ekvivalencie, ako aj rovnost X/~xg = R, t.j. Zze rozklad
(faktorova mnoZina) urceny ekvivalenciou ~% splyva s povodnym rozkladom R.

0.6.1. Priklad. Rozklad prislichajici k spominanej ekvivalencii z ~ y < |z| = |y
na mnozine C je vlastne rozkladom komplexnej roviny na navzajom sistredné kruznice
so stredom v pociatku 0 a lubovolnym polomerom r > 0 (kruZnicu s nulovym polo-
merom prirodzene stotozhujeme s jej stredom).
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0.7. O matematickych dokazoch

Matematika je veda vybudovand prevazne (hoci nie vyluéne) deduktivne. To znamena,
ze v tej-ktorej matematickej tedrii vychadzame z urcitych zdkladnych pojmov, ktoré
povazujeme za intuitivne jasné vdaka istym s nimi spojenym nazornym predstavam.
Dalsie pojmy potom definujeme pomocou pojmov zékladnych alebo skor definovanych.
Zakladné pojmy oznacuju zakladné objekty, ktoré tvoria predmet nasho stidia, alebo
urc¢ité zakladné vztahy medzi nimi. Tieto objekty a vztahy st charakterizované istymi
vychodzimi tvrdeniami, ktorym hovorime axiomy. V najjednoduchsich pripadoch je
platnost axiém jasna z ndzoru, ktory stoji v pozadi prislu$nej tedrie. V zloZitejSich
pripadoch vSak mézu nazorné predstavy zlyhat — vtedy sa na axiémy divame ako na
implicitné definicie zékladnych pojmov. To znamend, Ze rezignujeme na otazku, c¢o
,naozaj“ oznafuju zakladné pojmy. Mo7u oznacovat ¢okolvek, ¢o splia dané axiémy —
to je vSetko, ¢o o nich predpokladame. Zisk z takéhoto pristupu spociva v univerzal-
nosti matematiky — aj vysledky matematickych tedrii sa potom vztahuju na velmi
roznorodé oblasti reality. Totiz na tie, v ktorych mozno interpretovat zakladné pojmy
danej tedrie tak, ze st pritom splnené jej axidomy.

Pri deduktivnej vystavbe nejakej tedrie vyvodzujeme dalSie poznatky z jej axiém
logickymi prostriedkami, t.j. dokazujeme ich. Tymto dokdzanym poznatkom hovorime
vety, tvrdenia, lemy a dosledky, ¢im naznacujeme rozny stupen dolezitosti, ktory im
pripisujeme. Nazvom veta oznacujeme tie najdolezitejsie z nich, menej dolezité nazy-
vame tvrdeniam: a tvrdenia pomocného charakteru oznacujeme ako lemy. Dasledky,
ako uz samotny nazov napoveda, pripajame ako bezprostredné dosledky niektorych
viet, tvrdeni ¢ liem, pokial ich vyznam nedosahuje troven viet. Poznamenajme, Ze
toto rozdelenie ma znacne subjektivny charakter a vyvoj ho ¢asto zvykne prekonat.
Mnohé vety ¢asom upadaji do zabudnutia, kym naopak mnohé lemy postupne nado-
buadaju na vyzname.

Zakladnym prostriedkom odvodzovania novych poznatkov v deduktivnej teérii je
dokaz. V tomto paragrafe sa velmi struéne zoznamime s hlavnymi typmi matema-
tickych dokazov: s priamym dokazom, s nepriamym dokazom a s dokazom sporom.
Uvidime, Ze toto rozdelenie tak trochu stvisi so stratégiou vedenia prislusného dokazu.
V nasledujicom paragrafe sa esSte zoznamime s dokazom matematickou indukciou.

Viacsina matematickych tvrdeni ma tvar implikdcie P = @, t.j. tvrdi sa v nich,
ze z predpokladu P vyplyva zaver (). Pritom predpoklad P je ¢asto konjunkciou
nejakych dielé¢ich predpokladov, ¢ize ma tvar P, & ... & P,. Na tomto mieste sa
obmedzime na niekolko poznamok o dokazoch tvrdeni takéhoto tvaru.

0.7.1. Priamy dokaz. Pri priamom dokaze implikicie P = (@ dokazujeme (Ci sa
aspon pokusame dokazat) zaver @) z predpokladu P. Spociatku sa snazime dokazat
priamo zaver () z danych axiéom a uz skor dokazanych tvrdeni. Postupujeme pri tom
tak daleko, ako sa len da, pricom jednym ockom stale poSkulujeme po predpoklade P,
¢i diel¢ich predpokladoch Pi, ..., P,. Vo chvili, ked uz nevieme, ako dalej, siahneme
po tom z diel¢ich predpokladov P;, ktory ndm umozni pohniut sa dopredu. Opiit po-
stupujeme dalej a vo vhodnej chvili zasa pouzijeme niektory diel¢i predpoklad P; (nie
nevyhnutne rézny od P;). Ak sme tspesni, nakoniec sa nadm podari dospiet k zaveru
@, ¢im dokaz konc¢i. Ak sme neuspesni, musime to skusit inak, pripadne sa zamysliet
nad otazkou, ¢i spominana implikacia vobec plati.
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Moze sa stat, Ze pri naSom uspesnom dokaze sme nepouzili vSetky diel¢ie pred-
poklady Pi, ..., P,, ale povedzme prvy a posledny z nich sme nepotrebovali. To zna-
mend, ze miesto povodného tvrdenia (P; & Py & ... & P,y & P,) = @ sme
dokézali silnejsie tvrdenie (P & ... & P,—1) = Q.

0.7.2. Nepriamy doékaz. Pri nepriamom dokaze implikacie P = () dokazujeme
miesto nej logicky ekvivalentna tzv. transponovanid implikiciu —() = —P prave
opisanou metédou priameho dokazu. Za tym tcelom byva ¢asto uzitoéné (pokial to
ide) rozélenit predpoklad =@ na konjunkciu diel¢ich predpokladov Ry & ... & Ry,.
Ak povodny predpoklad P bol konjunkciou diel¢ich predpokladov P; & ... & P,, tak
jeho negécia =P je ekvivalentnd s alternativou =P, V...V =P, . Potom transponovand
implikicia =@ = —P je logicky ekvivalentna s fubovolnou z implikacii

(_lQ&Pl& &Pi—l&Pi—i—l& &Pn) :>_|Pi,

kde 1 < i < n. Novy zaver —P; sa, samozrejme, usilujeme vybrat ¢o najvyhodnejsie,
na ¢o neexistuje jednoznacny recept, no ¢asom sa nam azda podari nadobudnit cit,
ktorym sa budeme moct riadit.

0.7.3. Ddkaz sporom. Dokaz sporom do istej miery pripomina nepriamy dokaz a
¢asto sa s nim zvykne zamienat. Najmé, zaciato¢nik by mal k nemu siahnut az vtedy,
ked sa mu priamy ani nepriamy dokaz nedari, pripadne ked v nom skrsne podozrenie,
ze dokazované tvrdenie neplati. Namiesto dokazovanej implikacie P = () prijmeme
predpoklad P & —@Q, ktory je logicky ekvivalentny s jej negéciou —(P = Q). Tento
predpoklad sa usilujeme doviest k sporu, ¢im sa mysli nejaky logicky absurdny zaver,
ako napr. x # x, alebo spor s niektorym z pévodnych predpokladov P, =@, pripadne
spor s niektorou z axiéom alebo s niektorym zo skor dokazanych tvrdeni.

Na rozdiel od priameho alebo nepriameho doékazu, dokaz sporom nemé vopred
stanoveny smer urceny nejakym znamym zaverom — ten by sa mal objavit az v jeho
priebehu. Ak sa ani pokus doviest k sporu predpoklad P & —() neskonéi uspesne, je
namieste pokusit sa ho dokdzat, to znamené vyvratit povodna hypotézu P = Q.

0.7.4. Dokaz ekvivalencie. Niekedy sa nam moze podarit dokazat ekvivalenciu
P & (@ postupnostou logicky ekvivalentnych krokov, no to je skér vynimka nez
pravidlo. Vo vSeobecnosti si jej dokaz vyzaduje dokéazat zvlast kazda z implikacii
P = @Q,Q = P.Pritom na kazda z nich moZno pouzit lubovolnu z troch skor spomi-
nanych metéd. Casto sa jedna z uvedenych implikacii dokazuje priamo a druh4 nepria-
mo, teda dokaz uvedenej ekvivalencie pozostava napr. z priamych dékazov implikacii
P = Qa-P = Q.

V nasom kurze sa neraz stretneme s vetami, v ktorych sa tvrdi ekvivalencia viace-
rych podmienok Py, ..., P,. V tom je zahrnutych n(n<l) jednotlivych implikacii P; =
P;j pre rozne i, j < n. Dokazovat ich vSetky by pre n > 3 bolo zna¢ne neefektivne a
taktiez zbytocné. Staci totiz dokazat n implikacii tvoriacich cyklus

Pa(l) = PU(Z) = ... = Pg(n_l) = Pg(n) = Pg(l),

kde o je Tubovolnd permutécia mnoziny indexov {1,...,n}, ktord si volime tak, aby
to bolo ¢o najvyhodnejSie.

S prikladmi vSetkych uvedenych typov dokazov sa budeme v nasom kurze neustale
stretavat.
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0.8. Matematicka indukcia a rekurzia

MnoZinu v8etkych nezapornych celych ¢isel zna¢ime N = {0, 1,2,...,} a nazyvame ju
tiez mnozinou vsetkych prirodzengch cisel.

0.8.1. Dokaz matematickou indukciou. Platnost nejakého tvrdenia P(n) pre
vietky prirodzené ¢isla, t.j. tvrdenie (Vn € N)P(n) sa obvykle dokazuje matema-
tickou indukciou. Dokaz indukciou spociva v dokaze dvoch tvrdeni: nato, aby sme
dokazali, Ze kazdé prirodzené ¢islo n ma vlastnost P, stac¢i dokazat, Ze plati
1° P(0), t.j. 0 ma vlastnost P;
2° (VneN)(P(n) = P(n+1)),
t.j. ak n je lubovolné prirodzené ¢islo, ktoré ma vlastnost P, tak aj ¢islo n + 1
ma vlastnost P.
Strukttaru dokazu matematickou indukciou tak mozno zhrnit do schémy

(P(0) & (Vn € N)(P(n) = P(n+1))) = (VneN)P(n).

Bod 2° vlastne tvrdi platnost vSetkych implikacii P(0) = P(1), P(1) = P(2),
P(2) = P(3),.... Z bodu 1° a prvej z nich vyplyva P(1), z toho spolu s druhou
implikaciou dostavame P(2), z ¢oho pomocou tretej implikacie plynie P(3), atd.

Princip matematickej indukcie je logicky ekvivalentny so zdanlivo ocividnym prin-
cipom dobrého usporiadania, ktory tvrdi, ze kazda nepriazdna mnozina A C N ma
najmensi prvok. KedZe pre viic¢Sinu Studentov byva tento princip lahSie prijatelny nez
princip indukcie, predvedieme ako mozno princip indukcie z neho dokazat. Dokaz
principu dobrého usporiadania z principu indukcie prenechdvame na rozmyslenie ¢i-
tatelovi.

Predpokladajme teda platnost principu dobrého usporiadania. Nech P je vlastnost
taka, ze plati P(0) a (Vn € N)(P(n) = P(n+1)). Oznaéme A = {n € N; =P(n)}.
Ak neplati (Vn € N)P(n), tak A # (). Nech m je najmensi prvok mnoziny A. Potom
zrejme m # 0 a m <1 ¢ A, teda plati P(m <1). No kedze P(m <1) = P(m), plati
P(m), ¢ize m ¢ A, ¢o je spor.

Z pedagogickych dovodov sa budeme (najmé spociatku) pri dokazoch indukciou
odvolavat rads$ej na princip dobrého usporiadania nez na princip indukcie, a tomu
tiez podriadime redakciu dokazu.

Pozndmka. (a) Niekedy je potrebné miesto pociato¢ného tvrdenia 1° osobitne dokazat
niekolko prvych tvrdeni P(0), P(1),..., P(k) a potom prejst k dokazu modifikovaného
tvrdenia 2°, totiz (Vn > k)(P(n) = P(n+1)).

(b) Indukciou mozno dokazovat aj tvrdenia tvaru (¥Yn > m)P(n), kde m je nejaké
pevné prirodzené ¢islo. Staci dokdzat mierne upravené verzie tvrdeni 1° a 2°: P(m)
a(Vn>m)(P(n) = P(n+1)).

(¢) Pri dokaze indukciou moZno bod 2° nahradit tvrdenim

(VneN)((P(0) & ... & P(n)) = P(n+1)).

Inak povedané, pri dokaze zaveru P(n+ 1) v bode 2° sa nemusime opieraft len o pred-
poklad P(n), ale v pripade potreby modzeme ako predpoklady pouzif vSetky pred-
chadzajice tvrdenia P(0), ..., P(n). Takyto dokaz indukciou sa vlastne riadi schémou

(VneN)((Yk <n)P(k) = P(n)) = (Vn € N)P(n).
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Rozmyslite si, jednak ako je predpoklad 1°, t.j. tvrdenie P(0), uz zahrnuty v pred-
poklade novej schémy pre n = 0, t.j. v tvrdeni (VE < 0)(P(k) = P(0)), jednak
ako mozno transpoziciou uvedenej implikacie priamo dostat matematickt formulaciu
principu dobrého usporiadania.

0.8.2. Rekurzia. Princip matematickej indukcie sa pouziva nielen na dokazy tvrdeni
o prirodzenych ¢islach. Mozno ho pouzit aj na konstrukciu roznych, ¢i uz konecénych
alebo nekonecnych postupnosti. V takom pripade miesto indukcie budeme radsej ho-
vorit o postupnosti definovanej ¢i zostrojenej rekurziou.

Nech X je mnoZina a F' je zobrazenie, ktoré kazdej kone¢nej postupnosti, (usporia-
danej n-tici) (z1,...,2,) prvkov z X (akejkolvek dizky n € N) priradi nejaky prvok
F(zy,...,z,) € X. Pomocou zobrazenia F' mo’no zostrojit nekoneénit postupnost
(an)5%, prvkov z X tak, Ze polozime

ap = F(@), Ap41 = F(a07a17 .- -van)

pre kazdé n € N. V takom pripade, hovorime, Ze postupnost (a,) je definovana
rekurziou pomocou zobrazenia F'.

Druhti rovnost moZno samozrejme zapisat v tvare a, = F(ag,a1,...,0,_1) pre
n > 0. Taktiez mozno definiciu rekurziou obmedzit len na nejaky pociatocny tusek
0,1,...,n mnoziny prirodzenych ¢isel a dostat tak rekurziou konecéni postupnost
(ag,a1,...,ay,). Niekedy rekurziu za¢iname nie od nuly ale od jednotky, pripadne
od Tubovolného prirodzeného ¢isla k.

Prvym ¢lenom postupnosti (a,) zostrojenej rekurziou pomocou zobrazenia F' je
prvok ag = F(()) € X. Dalgie ¢leny potom vyzeraji takto: a; = F(ag), az = F(ag, a1),
az = F(ag,a1,a2), ..., a, = F(ag,...,an_1), F(n+1) = F(ag,...,ay,), atd.

Najcastejsie sa stretame s pripadom, ked sa pri rekurzivnej konstrukcii ¢lena a1
nepouziva celd predchddzajtica ¢ast postupnosti (ag, ..., a,) ale len jej posledny ¢len
an. Napriklad v aritmetickej postupnosti redlnych ¢isel s pociatoé¢nym c¢lenom ag a
diferenciou d plati a,,+1 = a, +d; podobne rekurentny vztah pre geometrick postup-
nost redlnych ¢isel s poc¢iatoénym ¢lenom ag a kvocientom ¢ méa tvar a,4+1 = qay,.

Inym znamym ¢iselnym prikladom je tzv. Fibonacciho postupnost (¢n,)0%, ktorej
rekurzivna definicia

o = ¢1 =1, G2 = Gn + Pt

pouziva dva predchadzajice ¢leny. Rozmyslite si, ako tato definicia zapadd do nasej
vSeobecnej schémy.

0.8.3. Priklad. Bellove ¢isla st definované rekurziou

pri ktorej sa vyuzivaju vSetky predchddzajtace ¢leny. (Pre istotu pripominame, 7e
(Z) = Wlk), oznacuje binomicky koeficient udavajuci pocet k-prvkovych podmnozin



U. ZAKLADNE FOJMY 4 LOGIKY A 1EORIE MINOALN

n-prvkovej mnoziny.) Vypocitame niekolko pociatoénych hodnot Bellovych ¢isel:

O T P (P
(e (e (s

(e (e (e (o

Bs = <§>B0+ (f)Bﬁ <§>32+ <§>Bg+ <j>B4:52,

Matematickou indukciou teraz dokazeme, Ze pocet vSetkych rozkladov n-prvkovej
mnoziny (teda aj ekvivalencii na n-prvkovej mnoZine) je rovny ¢islu B,,. Zrejme na
prazdnej mozine existuje jediny rozklad R = (). Predpokladajme teraz, ze pre kazdé
k < n existuje prave By rozkladov k-prvkovej mnoziny. Vsetky rozklady (n + 1)-
prvkovej mnoziny {0, 1,...,n} moZno ziskat nasledujicim sposobom:
(1) zvolime si Tubovolné k < n a lIubovolni k-prvkovii podmnozinu A mnoZiny
{1,...,n} — to pre dané k moZno urobit prave (Z) sposobmi;
(2) vezmeme Iubovolny rozklad R mnoZiny A — ten podla indukéného predpokladu
mozno vybrat prave By sposobmi — a mnozinu A’ = {0,1,...,n} \ A pridame
k povodnému rozkladu R.
Zrejme sme takto ziskali nejaky rozklad R4 = R U {4’} (n + 1)-prvkovej mnoZiny
{0,1,...,n}, pricom kazdy rozklad & mnoZiny {0,1,...,n} ma tvar S = R4 pre
jednozna¢ne urceni dvojicu (R, A). VSetkych rozkladov (n + 1)-prvkovej mnoziny
teda je Y p_o (7) Bk = Bn1.

Bs

By



