
0. ZÁKLADNÉ POJMY Z LOGIKY A TEÓRIE MNO®ÍN

V tejto kapitole zavedieme niektoré základné logické a mno¾inové pojmy a dohodneme
sa na ¹tandardnej symbolike, ktorú budeme ïalej pou¾íva». Nebudeme v¹ak systema-
ticky budova» axiomatickú teóriu mno¾ín, práve naopak, s mno¾inami budeme narába»
skôr intutívne. Èitateµ, ktorý základné mno¾inové pojmy ovláda, mô¾e túto kapitolu
vynecha», prípadne ju len letmo prelistova», aby sa oboznámil s na¹ou terminológiou
a symbolikou.

0.1. Logické spojky a kvanti�kátory

Kvôli prehµadnosti budeme niektoré matematické tvrdenia zapisova» v symbolickej
podobe ako matematické formuly. S príkladmi rôznych formúl sa e¹te stretneme.
V tejto chvíli sa zameriame len na spôsob, ako mo¾no z daných tvrdení èi formúl
tvori» nové pomocou logických spojok a kvanti�kátorov.

Nech P , Q sú µubovoµné tvrdenia.

(a) Tvrdenie, ktoré je pravdivé práve vtedy, keï tvrdenie P je nepravdivé, nazývame
negáciou tvrdenia P , znaèíme ho :P a èítame ho

"
nie P\, prípadne

"
non P\.

(b) Tvrdenie, ktoré je pravdivé práve vtedy, keï sú pravdivé obe tvrdenia P , Q,
nazývame konjunkciou alebo logickým súèinom tvrdení P , Q, znaèíme ho P & Q
a èítame

"
P a zároveò Q\, krátko len

"
P a Q\, prípadne

"
P et Q\.

(c) Tvrdenie, ktoré je pravdivé práve vtedy, keï je pravdivé aspoò jedno z tvrdení
P , Q, nazývame alternatívou alebo disjunkciou èi logickým súètom tvrdení P ,
Q, znaèíme ho P _ Q, a èítame

"
P alebo Q\, prípadne

"
P vel Q\.

(d) Tvrdenie :P _ Q skrátene oznaèujeme P ) Q a nazývame ho implikáciou
tvrdení P , Q. Výraz P ) Q èítame

"
ak P , tak Q\ alebo

"
z P vyplýva Q\,

prípadne
"
P implikuje Q\. Tvrdenie P nazývame predpokladom a tvrdenie Q

záverom implikácie P ) Q. Uvedomte si, ¾e implikácia P ) Q je nepravdivá
jedine v tom prípade, ak predpoklad P je pravdivý a záver Q je nepravdivý.

(e) Tvrdenie (P ) Q) & (Q ) P ) skrátene oznaèujeme P , Q a nazývame
ho ekvivalenciou tvrdení P , Q. Výraz P , Q èítame

"
P práve vtedy, keï Q\,

prípadne
"
P je ekvivalentné s Q\. Zrejme ekvivalencia P , Q je pravdivá

vtedy a len vtedy, keï tvrdenia P , Q sú zároveò obe pravdivé alebo zároveò obe
nepravdivé.

Znaky :, &, _, ), , nazývame logickými spojkami. V literatúre sa mo¾no tie¾
stretnú» s oznaèením P 0, �P alebo �P pre negáciu, P ^ Q pre konjunciu, P ! Q
alebo P � Q pre implikáciu a P $ Q alebo P � Q pre ekvivalenciu.

Okrem tvrdení zapisujeme formulami aj vlastnosti objektov a vz»ahy medzi nimi.
Na tento úèel pou¾ívame formuly s voµnými premennými. Oznaèujeme ich P (x),
Q(x; y), R(x1; : : : ; xn) a pod. Dosadením konkrétnych objektov do formúl namiesto
voµných premenných dostávame tvrdenia. Napríklad, ak Q(x; y) je formula s voµnými
premennými x, y a a, b sú nejaké objekty, tak Q(a; b) je tvrdenie, ktoré je pravdivé
práve vtedy, keï sa objekty a, b nachádzajú vo vz»ahu oznaèenom formulou Q.
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Zrejme aj na formuly s voµnými premennými mo¾no aplikova» logické spojky, ktoré
si pritom zachovajú svoj doteraj¹í význam. Popri logických spojkách mo¾no z formúl
tvori» nové formuly èi tvrdenia aj pomocou kvanti�kátorov.

Nech P (x) je µubovoµná formula.

(a) Tvrdenie
"
existuje x také, ¾e P (x)\ skrátene zapisujeme (9x)P (x).

(b) Tvrdenie
"
pre ka¾dé (pre v¹etky) x platí P (x)\ skrátene zapisujeme (8x)P (x).

Znaky 9 resp. 8 sú kvanti�kátory; 9 nazývame existenèný a 8 univerzálny alebo
tie¾ v¹eobecný kvanti�kátor. Zrejme premenná x u¾ nie je vo formulách (8x)P (x)
a (9x)P (x) voµná ale viazaná; ak x je jediná voµná premenná vo formule P (x), tak
(8x)P (x) a (9x)P (x) sú tvrdenia. Oba uvedené kvanti�kátory sú zviazané pravidlami
negácie kvanti�kovaných formúl:

:(9x)P (x) , (8x):P (x);

:(8x)P (x) , (9x):P (x):

Pomocou existenèného a univerzálneho kvanti�kátora u¾ vieme vyjadri» i kvan-
ti�kátor jednoznaènej existencie. Ak P (x) je nejaká vlastnos», tak tvrdenie

"
existuje

práve jedno x také, ¾e P (x)\, t. j. tvrdenie

(9x)(P (x) & (8 y)(P (y) ) y = x));

skrátene zapisujeme v tvare (9!x)P (x). Toto tvrdenie je zrejme ekvivalentné s tvr-
dením

(9x)(8 y)(P (y) , y = x):

0.2. Mno¾iny

Pod mno¾inou rozumieme µubovoµné jednoznaène vymedzené zoskupenie nejakých
(èasto i znaène rôznorodých) objektov { prvkov mno¾iny { chápané ako jediný objekt.
Mno¾iny budeme väè¹inou znaèi» veµkými latinskými písmenami, ich prvky malými
písmenami.

Tvrdenie
"
objekt x je prvkom mno¾iny X\, zapisujeme x 2 X; hovoríme tie¾, ¾e

x patrí do mno¾iny X. Tvrdenie
"
objekt x nie je prvkom mno¾iny X\, t. j. x nepatrí

do mno¾iny X, zapisujeme x =2 X.
Mno¾ina je jednoznaène zadaná zoskupením svojich prvkov. Preto dve mno¾iny,

nezávisle od spôsobu ich zadania, pova¾ujeme za toto¾né, ak majú tie isté prvky. Pre
µubovoµné mno¾iny X, Y teda platí

X = Y , (8x)(x 2 X , x 2 Y ):

Túto vlastnos» mno¾ín nazývame extenzionalitou.
Hovoríme, ¾e mno¾ina X je podmno¾inou mno¾iny Y , oznaèenie X � Y , ak ka¾dý

prvok mno¾iny X patrí aj do mno¾iny Y , t. j.

X � Y , (8x)(x 2 X ) x 2 Y ):

Vz»ah � nazývame vz»ahom inklúzie Extenzionalitu mno¾ín teraz mo¾no skrátene
vyjadri» v tvare konjunkcie dvoch inklúzií

X = Y , X � Y & Y � X:
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Kvanti�kácie uvedené v predchádzajúcom paragrafe sa nazývajú neohranièené,
lebo oblas» pôsobnosti kvanti�kátorov v nich nebola nijako ohranièená. V matematike
(i v be¾nom ¾ivote) sa v¹ak èastej¹ie vyskytujú ohranièené kvanti�kácie, v ktorých je
oblas» pôsobnosti príslu¹ného kvanti�kátora ohranièená nejakou mno¾inou X. Ide o
kvanti�kácie tvaru (9x 2 X), (8x 2 X) a (9!x 2 X), ktoré èítame postupne

"
existuje

x z mno¾iny X\,
"
pre ka¾dé (pre v¹etky) x z mno¾iny X\, resp.

"
existuje práve jedno

(jediné) x z mno¾iny X\. Tieto kvanti�kácie mo¾no vyjadri» pomocou neohranièených
kvanti�kácii nasledujúcim spôsobom: Ak P (x) je µubovoµná vlastnos» a X je mno¾ina,
kladieme

(9x 2 X)P (x) , (9x)(x 2 X & P (x));

(8x 2 X)P (x) , (8x)(x 2 X ) P (x));

(9!x 2 X)P (x) ,
�
9x 2 X

��
P (x) & (8 y 2 X)(P (y) ) y = x)

�
:

V poslednom prípade mô¾eme tie¾ pou¾i» vyjadrenie

(9!x 2 X)P (x) , (9x 2 X)(8 y 2 X)(P (y) , y = x):

Mno¾inu nazývame koneènou, ak ju mo¾no zada» vymenovaním v¹etkých jej prvkov.
Ak X je koneèná mno¾ina a x1; x2; : : : ; xn sú v¹etky jej prvky, pí¹eme

X = fx1; x2; : : : ; xng:

Z extenzionality potom vyplýva, ¾e nezále¾í na poradí vymenovania prvkov mno¾iny
X. Taktie¾ sa mô¾e sta», ¾e X má menej ne¾ n prvkov { v takom prípade sa niektoré
z prvkov x1; : : : ; xn opakujú a v zápise mno¾iny X mô¾eme (no nemusíme) opaku-
júce sa prvky a¾ na jeden z nich vynecha». Napríklad fx; yg = fy; xg, a ak x = y,
tak fx; yg = fxg = fyg. Okrem mno¾ín, ktoré majú nejaké prvky, zavádzame aj
tzv. prázdnu mno¾inu ;, ktorá neobsahuje nijaký prvok. Z extenzionality vyplýva, ¾e
prázdna mno¾ina je touto podmienkou jednoznaène urèená.

Popri koneèných mno¾inách v¹ak v matematike èasto pracujeme i s nekoneènými
mno¾inami, t. j. takými, ktoré nemo¾no zada» vymenovaním v¹etkých ich jednotlivých
prvkov. Takéto mno¾iny zvykneme zadáva» nejakou charakteristickou vlastnos»ou. Ak
P (x) je nejaká vlastnos», pí¹eme

X = fx; P (x)g;

èím myslíme, ¾e pre µubovoµné x platí x 2 X práve vtedy, keï x spåòa P (x). Z exten-
zionality vyplýva, ¾e takto de�novaná mno¾ina X je urèená jednoznaène. Napríklad
vlastnos»ou

"
x je párne celé èíslo\ je urèená mno¾ina v¹etkých párnych celých èísel.

Poznamenajme, ¾e z rovnosti X = fx; P (x)g e¹te nijako nevyplýva, ¾e mno¾ina X
je nekoneèná { rovnako dobre mô¾e by» aj koneèná, dokonca prázdna.

Na tomto mieste je potrebné poznamena», ¾e uvedený princíp, ktorý nám umo¾òuje
zadáva» mno¾iny akýmikoµvek vlastnos»ami ich prvkov, vedie k logickým sporom, a
je preto v uvedenej intuitívnej a neobmedzenej podobe nepou¾iteµný. Keï¾e sa v¹ak
nehodláme pú¹»a» do jeho upresòovania, èo by si vy¾iadalo vybudova» základy axio-
matickej teórie mno¾ín, nezostáva nám ne¾ èitateµovi vopred zaruèi», ¾e v¹etky prípady
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pou¾itia tohto princípu, ktoré sa v tomto texte vyskytnú, budú plne legálne z hµadiska
teórie mno¾ín, a po¾iada» ho o dôveru. Zatiaµ staèí, ak prezradíme, ¾e v¹etky mno¾iny
netvoria mno¾inu, t. j. neexistuje mno¾ina v¹etkých mno¾ín. To znamená, ¾e vlast-
nos»ou

"
x je mno¾ina\ nie je vymedzená nijaká mno¾ina.

Najèastej¹ie budeme spomínaný princíp pou¾íva» na vymedzovanie podmno¾ín
nejakej vopred danej mno¾iny pomocou vlastností popísaných matematickými for-
mulami. Ak M je mno¾ina a P (x) je nejaká (matematická) vlastnos», tak existuje
mno¾ina X v¹etkých tých prvkov x mno¾iny M , ktoré majú vlastnos» P (x), t. j.
mno¾ina

X = fx 2M ; P (x)g = fx; x 2M & P (x)g:

Nech X, Y sú µubovoµné mno¾iny. Prienikom, zjednotením, a rozdielom mno¾ín X,
Y nazývame porade nasledujúce mno¾iny:

X \ Y = fx; x 2 X & x 2 Y g;

X [ Y = fx; x 2 X _ x 2 Y g;

X r Y = fx; x 2 X & x =2 Y g:

Mno¾iny X, Y nazývame disjunktné, ak X \ Y = ;. Èitateµovi prenechávame, aby si
sám premyslel základné vlastnosti uvedených mno¾inových operácií.

Pod usporiadanou dvojicou objektov x, y rozumieme objekt oznaèovaný (x; y),
taký, ¾e pre v¹etky x, y, u, v platí:

(x; y) = (u; v) , (x = u & y = v):

Uvedomme si, ¾e nepotrebujeme vedie», èo je
"
naozaj\ usporiadaná dvojica (x; y),

dôle¾itá je len uvedená vlastnos». Analogicky zavádzame pre µubovoµné celé èíslo n � 2
usporiadanú n-ticu (x1; : : : ; xn) tak, ¾e pre v¹etky x1; : : : ; xn, y1; : : : ; yn platí

(x1; : : : ; xn) = (y1; : : : ; yn) , (x1 = y1 & : : : & xn = yn):

Mno¾iny

X � Y = f(x; y);x 2 X & y 2 Y g;

X1 � : : :�Xn = f(x1; : : : ; xn); x1 2 X1 & : : : & xn 2 Xng

nazývame karteziánskym súèinom mno¾ín X, Y , resp. mno¾ín X1; : : : ; Xn. V prípade,
¾e X1 = � � � = Xn = X, pí¹eme

X1 � : : :Xn = Xn:

Pre úplnos» e¹te kladieme

X1 = X; X0 = f;g:

Xn nazývame n-tou karteziánskou mocninou mno¾iny X.

Poèet prvkov koneènej mno¾iny X budeme znaèi» #X. Taktie¾ prázdna mno¾ina
je koneèná a platí # ; = 0. Pre nekoneènú mno¾inu X pí¹eme #X =1. Zrejme pre
µubovoµné koneèné mno¾iny X, Y platí
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#(X [ Y ) = #X +#Y �#(X \ Y );

#(X � Y ) = #X �#Y:

Z poslednej rovnosti vyplýva, ¾e

#Xn = (#X)n

pre ka¾dé celé èíslo n � 0 a koneènú mno¾inu X.

0.3. Zobrazenia

Zobrazením alebo tie¾ funkciou z mno¾iny X do mno¾iny Y rozumieme µubovoµný
predpis, ktorý ka¾dému prvku x mno¾iny X priradí jednoznaène urèený prvok y
mno¾iny Y . Zápis f : X ! Y oznaèuje, ¾e f je zobrazenie (funkcia) z X do Y . Ten
jednoznaène urèený prvok y 2 Y , ktorý zobrazenie f priradí prvku x 2 X, budeme
znaèi» f(x), prípadne len fx alebo fx. Vo vz»ahu y = f(x) nazývame x nezávisle pre-
mennou alebo argumentom a y závisle premennou alebo funkènou hodnotou funkcie
f . Pí¹eme tie¾ f : x 7! y.

Dve zobrazenia f; g : X ! Y sa rovnajú, ak pre ka¾dé x 2 X platí f(x) = g(x).
Mno¾inu v¹etkých zobrazení z mno¾iny X do mno¾iny Y budeme oznaèova» Y X ;

teda
Y X = ff ; f : X ! Y g:

Toto oznaèenie je motivované vzorcom pre poèet prvkov mno¾iny Y X . Pre koneèné
mno¾iny X, Y toti¾ platí

#
�
Y X
�
= (#Y )(#X):

(Samostatne si rozmyslite preèo!)
Zobrazenie f : X ! X sa nazýva transformáciou mno¾iny X alebo tie¾ unárnou

(t. j. jednomiestnou) operáciou na mno¾ine X.
Zobrazenie f : X ! Y sa nazýva prosté alebo tie¾ injektívne èi injekcia, ak rôznym

prvkom x1; x2 2 X priraïuje rôzne prvky f(x1); f(x2) 2 Y , t. j. ak platí

(8x1; x2 2 X)(x1 6= x2 ) f(x1) 6= f(x2)):

Uvedenú podmienku mo¾no ekvivalentne vyjadri» v tvare

(8x1; x2 2 X)(f(x1) = f(x2) ) x1 = x2):

Zobrazenie f : X ! Y sa nazýva zobrazenie na mno¾inu Y alebo tie¾ surjektívne
èi surjekcia, ak na ka¾dý prvok mno¾iny Y sa zobrazí nejaký prvok mno¾iny X, t. j.
ak platí

(8 y 2 Y )(9x 2 X)(y = f(x)):

Hovoríme, ¾e f : X ! Y je prosté zobrazenieX na Y alebo tie¾ bijektívne zobrazenie
èi bijekcia, ak f je zároveò prosté a na, t. j. injektívne i surjektívne. E¹te inak to
mô¾eme vyjadri» podmienkou

(8 y 2 Y )(9!x 2 X)(y = f(x)):
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Namiesto uvedených pojmov niekedy tie¾ hovoríme, ¾e f je vzájomne jednoznaèné
zobrazenie mno¾iny X na mno¾inu Y .

Ak f : X ! Y je bijekcia, tak existuje jednoznaène urèené zobrazenie g : Y ! X,
ktoré ka¾dému y 2 Y priradí ten jediný prvok x 2 X, pre ktorý platí y = f(x). Toto
zobrazenie nazývame inverzným zobrazením k zobrazeniu f a oznaèujeme ho f�1.
Zrejme f�1 : Y ! X je tie¾ bijekcia a pre v¹etky x 2 X, y 2 Y platí

f�1
�
f(x)

�
= x; f

�
f�1(y)

�
= y:

Nech f : X ! Y , g : Y ! Z sú zobrazenia. Kompozíciou zobrazení f , g alebo aj
zlo¾eným zobrazením z f a g rozumieme zobrazenie oznaèené ako g � f : X ! Z, dané
pre ka¾dé x 2 X predpisom

(g � f)(x) = g(f(x)):

Zlo¾ené zobrazenie mo¾no znázorni» pomocou tzv. komutatívneho diagramu

X Y

Z

f

gg � f

(V¹imnite si, ¾e zobrazenie g � f zapisujeme
"
v obrátenom poradí\ { najprv toti¾ na

prvok x aplikujeme f a a¾ potom g. Núti nás k tomu zau¾ívaná konvencia, podµa ktorej
argument x pí¹eme napravo od funkcie f . Poznamenajme, ¾e niektorí autori dávajú
prednos»

"
prirodzenému poradiu\ a kompozíciu zobrazení f : X ! Y , g : Y ! Z,

zapisujú ako f � g. Kvôli tomu v¹ak opú¹»ajú spomínanú konvenciu a namiesto f(x)
pí¹u xf . V tomto duchu fungujú napr. niektoré kalkulaèky.)

Skladanie zobrazení je asociatívne v nasledujúcom zmysle: ak f : X ! Y , g : Y !
Z a h : Z !W sú zobrazenia, tak

h � (g � f) = (h � g) � f:

¥ahko toti¾ nahliadneme, ¾e jedno i druhé zobrazenie priradí prvku x 2 X prvok
h(g(f(x))) 2W .

Na ka¾dej mno¾ine X máme de�nované identické zobrazenie idX : X ! X, nazý-
vané tie¾ identita na X, také, ¾e

idX(x) = x

pre ka¾dé x 2 X. Zrejme idX je bijekcia pre ka¾dé X, a pre µubovoµné zobrazenie
f : X ! Y platí

f � idX = f = idY �f:

Ak f : X ! Y je bijekcia, tak k nej inverzné zobrazenie f�1 : Y ! X teraz mô¾eme
charakterizova» rovnos»ami

f�1 � f = idX ; f � f�1 = idY :
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Èitateµ sám µahko nahliadne, ¾e pre µubovoµné zobrazenia f : X ! Y , g : Y ! Z
platí:

(a) Ak f , g sú injektívne, tak aj g � f je injektívne.
(b) Ak f , g sú surjektívne, tak aj g � f je surjektívne.
(c) Ak f , g sú bijektívne, tak aj g � f je bijektívne.
(d) Ak g � f je injektívne, tak aj f je injektívne.
(e) Ak g � f je surjektívne, tak aj g je surjektívne.
(f) Ak g � f je bijektívne, tak f je injektívne a g je surjektívne.

Nech f : X ! Y je nejaké zobrazenie a A � X. Zú¾ením zobrazenia f na mno¾inu
A nazývame zobrazenie f �A : A! Y také, ¾e

(f �A)(x) = f(x)

pre ka¾dé x 2 A. Obrazom mno¾iny A v zobrazení f nazývame mno¾inu

f(A) = ff(x); x 2 Ag � Y:

©peciálne, mno¾inu f(X) nazývame obrazom zobrazenia f a znaèíme ju

Im f = f(X) = ff(x); x 2 Xg:

Pre f : X ! Y a A � X platí Im(f �A) = f(A); zrejme f je surjekcia práve vtedy,
keï Im f = Y ,

Podobne, vzorom mno¾iny B � Y v zobrazení f : X ! Y nazývame mno¾inu

f�1(B) = fx 2 X; f(x) 2 Bg � X:

Pre µubovoµné A � X, B � Y mo¾no jednoducho overi» inklúzie

A � f�1
�
f(A)

�
; f

�
f�1(B)

�
� B:

0.4. Binárne operácie

Ak X, Y , Z sú mno¾iny, tak zobrazenie f : X � Y ! Z nazývame binárnou (t. j.
dvojmiestnou) operáciou na mno¾inách X, Y s hodnotami v mno¾ine Z. Binárne
operácie väè¹inou oznaèujeme znakmi umiestòovanými medzi hodnoty argumentov,
ako napr +, �, �, � a pod. Hodnotu takej operácie na dvojici prvkov x 2 X, y 2 Y
potom oznaèujeme x+ y, x � y (prípadne len xy), x � y, x � y a pod.

Najèastej¹ie budeme pracova» s binárnymi operáciami tvaru f : X�X ! X, ktoré
nazývame jednoducho binárnymi operáciami na mno¾ine X.

Binárna operácia � na mno¾ine X sa nazýva asociatívna, ak pre v¹etky x; y; z 2 X
platí

x � (y � z) = (x � y) � z:

Asociativita operácie nám dovoµuje vynecháva» zátvorky a písa» len x�y �z. Podobne
si mo¾no poèína» i v prípade viacerých argumentov.
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Binárna operácia � na mno¾ine X sa nazýva komutatívna, ak pre v¹etky x; y 2 X
platí

x � y = y � x:

Prvok e 2 X sa nazýva neutrálny prvok binárnej operácie � na mno¾ine X, ak pre
v¹etky x 2 X platí

e � x = x � e = x:

Napríklad pre µubovoµnú mno¾inu X kompozícia � je asociatívna binárna operácia
na mno¾ine XX v¹etkých transformácií mno¾iny X s neutrálnym prvkom idX . Zrejme
ak #X � 2, tak táto operácia nie je komutatívna.

Binárnu operáciu � na koneènej mno¾ine X mo¾no zada» pomocou tzv. multiplika-
tívnej tabuµky, ktorej ståpce i riadky sú oznaèené prvkami mno¾iny X. Do poµa tabuµky
le¾iaceho v prieseèníku x-tého riadku a y-tého ståpca vpí¹eme hodnotu x � y.

Napr. tabuµkami

+ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

� 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

sú zadané dve asociatívne a komutatívne operácie + a � na mno¾ine f0; 1; 2; 3; 4g.
Navy¹e 0 je neutrálny prvok operácie + a 1 je neutrálny prvok operácie � .

Komutativitu binárnej operácie mo¾no µahko nahliadnu» z jej multiplikatívnej ta-
buµky { prejaví sa symetriou tabuµky podµa hlavnej diagonály spájajúcej µavý horný a
pravý dolný roh. Taktie¾ neutrálny prvok mo¾no odhali» na prvý pohµad, lebo v jeho
riadku i ståpci sa zreproduje riadok resp. ståpec zo záhlavia tabuµky. Asociatívnos»,
¾iaµ, tak jednoducho nahliadnu» nemo¾no.

Podobným spôsobom mo¾no zavies» aj n-miestne operácie X1 � : : : � Xn ! Y ,
prípadne Xn ! Y , èi Xn ! X pre µubovoµné celé èíslo n � 0.

0.5. Permutácie

Kým znalos» predchádzajúcich paragrafov je nevyhnutným predpokladom, aby èitateµ
mohol zaèa» so ¹túdiom kapitoly 1, tento paragraf budeme potrebova» a¾ neskôr, keï
zaèneme prebera» determinanty.

Nech X je µubovoµná mno¾ina. Permutáciou mno¾iny X rozumieme µubovoµné bi-
jektívne zobrazenie � : X ! X. Mno¾inu v¹etkých permutácií mno¾iny X znaèíme
S(X). Ak X je koneèná mno¾ina, tak poèet prvkov mno¾iny S(X) je daný známym
vz»ahom

#S(X) = (#X)! ;

kde n! = 1 � 2 � : : : � n je faktoriál prirodzeného èísla n (pritom 0! = 1! = 1).
Uvedomme si, ¾e transformácia f : X ! X koneènej mno¾iny X je injektívna

práve vtedy, keï je surjektívna. Jedna i druhá podmienka toti¾ hovorí, ¾e mno¾ina
f(X) � X má rovnaký poèet prvkov ako X. Teda u¾ jedna z uvedených podmienok
je postaèujúca na to, aby f bola permutáciou koneènej mno¾iny X.
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%�1

�3

�2 �1

Keï¾e zlo¾enie � � � dvoch permutácií �; � 2 S(X) dáva opä» permutáciu mno¾iny
X, kompozícia � je asociatívna binárna operácia na mno¾ine S(X) a idX je jej neu-
trálny prvok. ¥ahko sa mo¾no presvedèi», ¾e { okrem prípadu, keï #X � 2, { táto
operácia nie je komutatívna.

Pre X = f1; 2; : : : ; ng namiesto S(X) pí¹eme Sn. Permutáciu � 2 Sn zvyèajne
zapisujeme v tvare

� =

�
1 2 : : : n

�(1) �(2) : : : �(n)

�
:

Prvky mno¾iny S3, t. j. permutácie mno¾iny f1; 2; 3g, si mô¾eme predstavi» ako
symetrie rovnostranného trojuholníka s vrcholmi oznaèenými èíslami 1, 2, 3. Ak si
identickú permutáciu tejto mno¾iny oznaèíme ako �, otoèenia okolo »a¾iska trojuhol-
níka proti smeru resp. v smere hodinových ruèièiek o uhol �=3 ako % resp. %�1, a osovú
súmernos» podµa osi prechádzajúcej i-tým vrcholom a stredom protiµahlej strany ako
�i, pre i = 1; 2; 3, tak mno¾ina permutácií S3 bude pozostáva» z permutácií

� =

�
1 2 3
1 2 3

�
; % =

�
1 2 3
2 3 1

�
; %�1 =

�
1 2 3
3 1 2

�
;

�1 =

�
1 2 3
1 3 2

�
; �2 =

�
1 2 3
3 2 1

�
; �3 =

�
1 2 3
2 1 3

�
:

Multiplikatívna tabuµka binárnej operácie � na mno¾ine S3 vyzerá takto:

� � % %�1 �1 �2 �3
� � % %�1 �1 �2 �3
% % %�1 � �3 �1 �2
%�1 %�1 � % �2 �3 �1
�1 �1 �2 �3 � % %�1

�2 �2 �3 �1 %�1 � %
�3 �3 �1 �2 % %�1 �
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Permutáciu � 2 S(X) nazývame transpozíciou, ak existujú x; y 2 X také, ¾e x 6= y,
�(x) = y, �(y) = x a �(z) = z pre ka¾dé z 2 X r fx; yg. Inak povedané, transpozícia
je výmena dvoch prvkov mno¾iny X.

Zrejme �1; �2; �3 2 S3 sú transpozície.
Z názoru je zrejmé (a nebudeme to dokazova»), ¾e ka¾dú permutáciu � koneènej

mno¾iny X mo¾no získa» postupnými výmenami dvojíc prvkov, teda ka¾dá taká
permutácia je kompozíciou transpozícií. Tento rozklad na transpozície nie je jedno-
znaèný: napr. � 2 S3 mo¾no zapísa» ako �, t. j. kompozíciu 0 transpozícií, a taktie¾ ako
� = �1 � �1 = �2 � �2 = �3 � �3, t. j. aspoò troma ïal¹ími spôsobmi ako kompozíciu
dvoch transpozícií.

Då¾kou permutácie � koneènej mno¾iny X nazveme najmen¹í poèet transpozícií,
na kompozícíu ktorých mo¾no � rozlo¾i», a oznaèíme ju j�j. Samotná dl¾ka j�j nie je
dôle¾itá, význam má len parita tohto èísla, t. j. vlastne výraz sgn� = (�1)j�j, ktorý
nazývame znakom, prípadne znamienkom permutácie �.

Permutácia � koneènej mno¾iny X sa nazýva párna resp. nepárna, ak èíslo j�j je
párne resp. nepárne, t. j. ak jej znak je 1 resp. �1.

Z nasledujúcej vety vyplýva, ¾e pri urèovaní znamienka permutácie � mô¾eme
pou¾i» jej µubovoµný rozklad na transpozície � = �1 � : : : � �k a nemusíme sa stara»
o to, èi tento rozklad je naozaj najkrat¹í { pre µubovoµný taký rozklad toti¾ platí

(�1)j�j = (�1)k:

0.5.1. Veta. Nech X je koneèná mno¾ina. Potom pre µubovoµné �; � 2 S(X) platí

(�1)j��� j = (�1)j�j � (�1)j� j:

Dôkaz. Zrejme staèí dokáza» uvedenú rovnos» pre prípad, keï � je transpozícia a
X = f1; 2; : : : ; ng.

Pre ka¾dé � 2 Sn oznaème p(�) súèin v¹etkých rozdielov tvaru �(j) � �(i), kde
1 � i < j � n. Zrejme pre v¹etky � 2 Sn majú výrazy p(�) rovnakú absolútnu hod-
notu a lí¹ia sa nanajvý¹ znamienkom. Toto znamienko závisí od parity poètu zá-
porných èlenov v súèine p(�). Èlen �(j) � �(i) je záporný práve vtedy, keï i < j a
�(i) > �(j), { ka¾dú takú dvojicu (i; j) nazývame inverziou permutácie �. Identita
idX má 0 inverzií a p(idX) = 1n�1 � 2n�2 � : : : � (n� 1)1 = 1! � 2! � : : : � (n� 1)! > 0.

Staèí teda dokáza», ¾e poèet inverzií permutácií � a ��� sa lí¹í o nepárnu hodnotu.
Nech 1 � k < l � n sú tie dva prvky, ktoré vymieòa transpozícia � . Potom

� =

�
1 : : : k : : : l : : : n

�(1) : : : �(k) : : : �(l) : : : �(n)

�
;

� � � =

�
1 : : : k : : : l : : : n

�(1) : : : �(l) : : : �(k) : : : �(n)

�
:

Inverzie (i; j) permutácie �, v ktorých nevystupuje k ani l, sú tie¾ inverziami per-
mutácie � � � . Inverzie, v ktorých vystupujú prvky i; k, a i; l, kde i 6= k; l, alebo obe
súèasne vzniknú alebo súèasne zaniknú v � � � oproti �. Koneène, pokiaµ (k; l) nebola
inverziou v �, stane sa òou v � � � ; pokiaµ òou bola, táto inverzia v � � � zanikne.
Teda celkový rozdiel poètu inverzií permutácií � a � � � je nepárny.
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0.6. Ekvivalencie a rozklady

Podobne ako predo¹lý, i tento paragraf mô¾e èitateµ zatiaµ preskoèi». Jeho znalos»
bude potrebná a¾ neskôr, v súvislosti s niektorými otázkami teórie grúp. S pojmom
ekvivalencie sa síce stretneme u¾ predtým, dovtedy ho v¹ak nebudeme systematicky
vyu¾íva».

Nech � je nejaký dvojmiestny vz»ah, do ktorého vstupujú prvky nejakého oboru
objektovM (tento obor mô¾e, ale nemusí by» mno¾inou). Zápisom x � y znaèíme, ¾e
prvky x; y 2 M sa nachádzajú vo vz»ahu �; ak sa x; y 2 M nenachádzajú v tomto
vz»ahu, pí¹eme x 6� y.

Hovoríme, ¾e vz»ah � je na obore M

(a) reexívny, ak pre v¹etky x 2 M platí x � x;
(b) symetrický, ak pre v¹etky x; y 2 M platí x � y ) y � x;
(c) tranzitívny , ak pre v¹etky x; y; z 2 M platí x � y & y � z ) x � y.

Vz»ah �, ktorý je reexívny, symetrický a tranzitívny na obore M, nazývame vz»a-
hom ekvivalencie alebo len krátko ekvivalenciou na obore M. Ekvivalencie budeme
väè¹inou znaèi» znakmi �, �, � a pod.

Ka¾dý vz»ah ekvivalencie na nejakej mno¾ine èi obore objektovM predstavuje isté
hµadisko, z ktorého pova¾ujeme niektoré prvky z M za rovnocenné, t. j. ekvivalentné,
a iné nie. Napr. na mno¾ine v¹etkých hracích gulièiek v danej jamke mo¾no zavies»
vz»ah ekvivalencie, v ktorom sa nachádzajú µubovoµné dve gulièky práve vtedy, keï
majú rovnakú farbu. Vz»ah, v ktorom sa nachádzajú dve takéto gulièky práve vtedy,
keï majú rovnakú hmotnos», je iným príkladom ekvivalencie na tejto mno¾ine.

Jedným dychom v¹ak poznamenajme, ¾e uvedené príklady neslobodno bra» príli¹
vá¾ne, lebo rovnocennos» sa v nich mie¹a s podobnos»ou, {

"
naozajstné\ ekvivalencie

predstavujú len v znaène idealizovanom prípade. S reexívnos»ou a symetriou nie je
problém, v reálnom ¾ivote v¹ak zvykne zlyha» tranzitívnos». Mô¾eme sa napríklad
zhodnú», ¾e gulièky a, b majú rovnakú farbu, a takisto majú rovnakú farbu gulièky
b, c. No farba gulièiek a, c sa nám u¾ rovnakou zda» nemusí. Podobne mô¾eme v rámci
presnosti na¹ich váh dospie» k záveru, ¾e gulièky p, q ako aj gulièky q, r majú rovnakú
hmotnos». Av¹ak hmotnos» gulièiek p, r sa nám u¾ vá¾ením mô¾e podari» rozlí¹i». Lep-
¹ím príkladom ekvivalencie je tak vz»ah na mno¾ine v¹etkých bankoviek danej meny,
v ktorom sa nachádzajú dve bankovky práve vtedy, keï majú rovnakú nominálnu
hodnotu.

Na rozdiel od reálneho ¾ivota sa v matematike nemusíme trápi» podobnými »a¾kos-
»ami. V¹etky ekvivalencie, s ktorými sa tu stretneme, budú ma» v plnej miere v¹etky
tri uvedené vlastnosti. E¹te jeden príklad za v¹etky: vz»ahom

x � y , jxj = jyj

je de�novaná ekvivalencia
"
ma» rovnakú absolútnu hodnotu\ na mno¾ine C v¹etkých

komplexných èísel.
Nech � je ekvivalencia na mno¾ine X. Pre x 2 X oznaème

~x = fu 2 X; u � xg

mno¾inu v¹etkých prvkov u 2 X ekvivalentných s x, ktorú nazývame triedou alebo
blokom ekvivalencie prvku x. Zrejme pre µubovoµné x 2 X platí x 2 ~x. ¥ahko tie¾
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mo¾no dokáza» (skúste sami), ¾e

~x = ~y , x � y , ~x \ ~y 6= ;

pre v¹etky x; y 2 X. Mno¾inu

X=� = f~x; x 2 Xg

v¹etkých tried ekvivalencie prvkov mno¾iny X nazývame faktorovou mno¾inou mno-
¾iny X podµa ekvivalencie �. (Podotýkame, ¾e v zhode s paragrafom 0.2 sa ka¾dá
trieda ~x nachádza v mno¾ine X=� iba raz, i keï prvkov y 2 X, pre ktoré platí ~x = ~y,
mô¾e by» mnoho.)

Priradením x 7! ~x je de�nované surjektívne zobrazenie X ! X=�, ktoré nazývame
prirodzenou alebo tie¾ kanonickou projekciou mno¾iny X na faktorovú mno¾inu X=�.

Na faktorovú mno¾inu X=� sa mo¾no díva» dvojakým spôsobom. Jednak ako na
výsledok stoto¾nenia èi zlepenia navzájom ekvivalentných prvkov mno¾inyX; v takom
prípade sa na bloky ~x dívame predov¹etkým ako na prvky, ktoré vznikli

"
stiahnutím\

celej triedy ~x do jediného bodu, a vedome zanedbávame fakt, ¾e sú to zároveò mno¾iny.
Pou¾itím názvu

"
faktorová mno¾ina\ naznaèujeme, ¾e v danej chvíli dávame tomuto

pohµadu prednos». Na druhej strane sa na mno¾inu X=� mo¾no díva» ako na rozklad
mno¾iny X na navzájom disjunktné neprázdne mno¾iny ~x.

Rozkladom mno¾iny X nazývame µubovoµný systém (t. j. mno¾inu) jej neprázd-
nych podmno¾ín R taký, ¾e ka¾dý prvok mno¾iny X padne do práve jednej mno¾iny
zo systému R. Inými slovami, systém R neprázdnych podmno¾ín mno¾iny X je jej
rozkladom práve vtedy, keï spåòa nasledujúce dve podmienky:
(1) zjednotením v¹etkých mno¾ín A 2 R je celá mno¾ina X, t. j.

(8x 2 X)(9A 2 R)(x 2 A);
(2) mno¾iny z R sú navzájom disjunktné, t. j.

(8A;B 2 R)(A 6= B ) A \ B = ;).

¥ahko mo¾no nahliadnu», ¾e faktorová mno¾inaX=�mno¾inyX podµa ekvivalencie
� je zároveò rozkladom mno¾iny X, ktorý je tvorený triedami navzájom ekvivalent-
ných prvkov. Taktie¾ naopak, ka¾dý rozklad R mno¾iny X urèuje predpisom

x �R y , (9A 2 R)(x; y 2 A)

ekvivalenciu na mno¾ine X. Inak povedané, prvky x; y 2 X sú vo vz»ahu ekviva-
lencie urèenej rozkladom R práve vtedy, keï sa nachádzajú v tej istej (jednoznaène
urèenej) mno¾ine z tohto rozkladu. Èitateµovi prenechávame, aby si samostane overil,
¾e takto de�novaný vz»ah �R je reexívny, symetrický a tranzitívny, t. j. má v¹etky
tri po¾adované vlastnosti ekvivalencie, ako aj rovnos» X=�R = R, t. j. ¾e rozklad
(faktorová mno¾ina) urèený ekvivalenciou �R splýva s pôvodným rozkladom R.

0.6.1. Príklad. Rozklad prislúchajúci k spomínanej ekvivalencii x � y , jxj = jyj
na mno¾ine C je vlastne rozkladom komplexnej roviny na navzájom sústredné kru¾nice
so stredom v poèiatku 0 a µubovoµným polomerom r � 0 (kru¾nicu s nulovým polo-
merom prirodzene stoto¾òujeme s jej stredom).
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0.7. O matematických dôkazoch

Matematika je veda vybudovaná preva¾ne (hoci nie výluène) deduktívne. To znamená,
¾e v tej-ktorej matematickej teórii vychádzame z urèitých základných pojmov, ktoré
pova¾ujeme za intuitívne jasné vïaka istým s nimi spojeným názorným predstavám.
Ïal¹ie pojmy potom de�nujeme pomocou pojmov základných alebo skôr de�novaných.
Základné pojmy oznaèujú základné objekty, ktoré tvoria predmet ná¹ho ¹túdia, alebo
urèité základné vz»ahy medzi nimi. Tieto objekty a vz»ahy sú charakterizované istými
východzími tvrdeniami, ktorým hovoríme axiómy. V najjednoduch¹ích prípadoch je
platnos» axióm jasná z názoru, ktorý stojí v pozadí príslu¹nej teórie. V zlo¾itej¹ích
prípadoch v¹ak mô¾u názorné predstavy zlyha» { vtedy sa na axiómy dívame ako na
implicitné de�nície základných pojmov. To znamená, ¾e rezignujeme na otázku, èo

"
naozaj\ oznaèujú základné pojmy. Mô¾u oznaèova» èokoµvek, èo spåòa dané axiómy {
to je v¹etko, èo o nich predpokladáme. Zisk z takéhoto prístupu spoèíva v univerzál-
nosti matematiky { aj výsledky matematických teórií sa potom vz»ahujú na veµmi
rôznorodé oblasti reality. Toti¾ na tie, v ktorých mo¾no interpretova» základné pojmy
danej teórie tak, ¾e sú pritom splnené jej axiómy.

Pri deduktívnej výstavbe nejakej teórie vyvodzujeme ïal¹ie poznatky z jej axióm
logickými prostriedkami, t. j. dokazujeme ich. Týmto dokázaným poznatkom hovoríme
vety, tvrdenia, lemy a dôsledky, èím naznaèujeme rôzny stupeò dôle¾itosti, ktorý im
pripisujeme. Názvom veta oznaèujeme tie najdôle¾itej¹ie z nich, menej dôle¾ité nazý-
vame tvrdeniami a tvrdenia pomocného charakteru oznaèujeme ako lemy. Dôsledky,
ako u¾ samotný názov napovedá, pripájame ako bezprostredné dôsledky niektorých
viet, tvrdení èi liem, pokiaµ ich význam nedosahuje úroveò viet. Poznamenajme, ¾e
toto rozdelenie má znaène subjektívny charakter a vývoj ho èasto zvykne prekona».
Mnohé vety èasom upadajú do zabudnutia, kým naopak mnohé lemy postupne nado-
búdajú na význame.

Základným prostriedkom odvodzovania nových poznatkov v deduktívnej teórii je
dôkaz. V tomto paragrafe sa veµmi struène zoznámime s hlavnými typmi matema-
tických dôkazov: s priamym dôkazom, s nepriamym dôkazom a s dôkazom sporom.
Uvidíme, ¾e toto rozdelenie tak trochu súvisí so stratégiou vedenia príslu¹ného dôkazu.
V nasledujúcom paragrafe sa e¹te zoznámime s dôkazom matematickou indukciou.

Väè¹ina matematických tvrdení má tvar implikácie P ) Q, t. j. tvrdí sa v nich,
¾e z predpokladu P vyplýva záver Q. Pritom predpoklad P je èasto konjunkciou
nejakých dielèích predpokladov, èi¾e má tvar P1 & : : : & Pn. Na tomto mieste sa
obmedzíme na niekoµko poznámok o dôkazoch tvrdení takéhoto tvaru.

0.7.1. Priamy dôkaz. Pri priamom dôkaze implikácie P ) Q dokazujeme (èi sa
aspoò pokú¹ame dokáza») záver Q z predpokladu P . Spoèiatku sa sna¾íme dokáza»
priamo záver Q z daných axióm a u¾ skôr dokázaných tvrdení. Postupujeme pri tom
tak ïaleko, ako sa len dá, prièom jedným oèkom stále po¹kuµujeme po predpoklade P ,
èi dielèích predpokladoch P1; : : : ; Pn. Vo chvíli, keï u¾ nevieme, ako ïalej, siahneme
po tom z dielèích predpokladov Pi, ktorý nám umo¾ní pohnú» sa dopredu. Opä» po-
stupujeme ïalej a vo vhodnej chvíli zasa pou¾ijeme niektorý dielèí predpoklad Pj (nie
nevyhnutne rôzny od Pi). Ak sme úspe¹ní, nakoniec sa nám podarí dospie» k záveru
Q, èím dôkaz konèí. Ak sme neúspe¹ní, musíme to skúsi» inak, prípadne sa zamyslie»
nad otázkou, èi spomínaná implikácia vôbec platí.
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Mô¾e sa sta», ¾e pri na¹om úspe¹nom dôkaze sme nepou¾ili v¹etky dielèie pred-
poklady P1; : : : ; Pn, ale povedzme prvý a posledný z nich sme nepotrebovali. To zna-
mená, ¾e miesto pôvodného tvrdenia (P1 & P2 & : : : & Pn�1 & Pn) ) Q sme
dokázali silnej¹ie tvrdenie (P2 & : : : & Pn�1) ) Q.

0.7.2. Nepriamy dôkaz. Pri nepriamom dôkaze implikácie P ) Q dokazujeme
miesto nej logicky ekvivalentnú tzv. transponovanú implikáciu :Q ) :P práve
opísanou metódou priameho dôkazu. Za tým úèelom býva èasto u¾itoèné (pokiaµ to
ide) rozèleni» predpoklad :Q na konjunkciu dielèích predpokladov R1 & : : : & Rm.
Ak pôvodný predpoklad P bol konjunkciou dielèích predpokladov P1 & : : : & Pn, tak
jeho negácia :P je ekvivalentná s alternatívou :P1 _ : : :_ :Pn. Potom transponovaná
implikácia :Q ) :P je logicky ekvivalentná s µubovoµnou z implikácií

(:Q & P1 & : : : & Pi�1 & Pi+1 & : : : & Pn) ) :Pi;

kde 1 � i � n. Nový záver :Pi sa, samozrejme, usilujeme vybra» èo najvýhodnej¹ie,
na èo neexistuje jednoznaèný recept, no èasom sa nám azda podarí nadobudnú» cit,
ktorým sa budeme môc» riadi».

0.7.3. Dôkaz sporom. Dôkaz sporom do istej miery pripomína nepriamy dôkaz a
èasto sa s ním zvykne zamieòa». Najmä zaèiatoèník by mal k nemu siahnu» a¾ vtedy,
keï sa mu priamy ani nepriamy dôkaz nedarí, prípadne keï v òom skrsne podozrenie,
¾e dokazované tvrdenie neplatí. Namiesto dokazovanej implikácie P ) Q prijmeme
predpoklad P & :Q, ktorý je logicky ekvivalentný s jej negáciou :(P ) Q). Tento
predpoklad sa usilujeme dovies» k sporu, èím sa myslí nejaký logicky absurdný záver,
ako napr. x 6= x, alebo spor s niektorým z pôvodných predpokladov P , :Q, prípadne
spor s niektorou z axióm alebo s niektorým zo skôr dokázaných tvrdení.

Na rozdiel od priameho alebo nepriameho dôkazu, dôkaz sporom nemá vopred
stanovený smer urèený nejakým známym záverom { ten by sa mal objavi» a¾ v jeho
priebehu. Ak sa ani pokus dovies» k sporu predpoklad P & :Q neskonèí úspe¹ne, je
namieste pokúsi» sa ho dokáza», to znamená vyvráti» pôvodnú hypotézu P ) Q.

0.7.4. Dôkaz ekvivalencie. Niekedy sa nám mô¾e podari» dokáza» ekvivalenciu
P , Q postupnos»ou logicky ekvivalentných krokov, no to je skôr výnimka ne¾
pravidlo. Vo v¹eobecnosti si jej dôkaz vy¾aduje dokáza» zvlá¹» ka¾dú z implikácií
P ) Q, Q ) P . Pritom na ka¾dú z nich mo¾no pou¾i» µubovoµnú z troch skôr spomí-
naných metód. Èasto sa jedna z uvedených implikácií dokazuje priamo a druhá nepria-
mo, teda dôkaz uvedenej ekvivalencie pozostáva napr. z priamych dôkazov implikácií
P ) Q a :P ) :Q.

V na¹om kurze sa neraz stretneme s vetami, v ktorých sa tvrdí ekvivalencia viace-
rých podmienok P1; : : : ; Pn. V tom je zahrnutých n(n�1) jednotlivých implikácií Pi )
Pj pre rôzne i; j � n. Dokazova» ich v¹etky by pre n � 3 bolo znaène neefektívne a
taktie¾ zbytoèné. Staèí toti¾ dokáza» n implikácií tvoriacich cyklus

P�(1) ) P�(2) ) : : : ) P�(n�1) ) P�(n) ) P�(1);

kde � je µubovoµná permutácia mno¾iny indexov f1; : : : ; ng, ktorú si volíme tak, aby
to bolo èo najvýhodnej¹ie.

S príkladmi v¹etkých uvedených typov dôkazov sa budeme v na¹om kurze neustále
stretáva».
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0.8. Matematická indukcia a rekurzia

Mno¾inu v¹etkých nezáporných celých èísel znaèíme N = f0; 1; 2; : : : ; g a nazývame ju
tie¾ mno¾inou v¹etkých prirodzených èísel.

0.8.1. Dôkaz matematickou indukciou. Platnos» nejakého tvrdenia P (n) pre
v¹etky prirodzené èísla, t. j. tvrdenie (8n 2 N)P (n) sa obvykle dokazuje matema-
tickou indukciou. Dôkaz indukciou spoèíva v dôkaze dvoch tvrdení: nato, aby sme
dokázali, ¾e ka¾dé prirodzené èíslo n má vlastnos» P , staèí dokáza», ¾e platí
1� P (0), t. j. 0 má vlastnos» P ;
2� (8n 2 N)(P (n) ) P (n+ 1)),

t. j. ak n je µubovoµné prirodzené èíslo, ktoré má vlastnos» P , tak aj èíslo n+ 1
má vlastnos» P .

©truktúru dôkazu matematickou indukciou tak mo¾no zhrnú» do schémy
�
P (0) & (8n 2 N)(P (n) ) P (n+ 1))

�
) (8n 2 N)P (n):

Bod 2� vlastne tvrdí platnos» v¹etkých implikácií P (0) ) P (1), P (1) ) P (2),
P (2) ) P (3), : : : . Z bodu 1� a prvej z nich vyplýva P (1), z toho spolu s druhou
implikáciou dostávame P (2), z èoho pomocou tretej implikácie plynie P (3), atï.

Princíp matematickej indukcie je logicky ekvivalentný so zdanlivo oèividným prin-
cípom dobrého usporiadania, ktorý tvrdí, ¾e ka¾dá neprázdna mno¾ina A � N má
najmen¹í prvok. Keï¾e pre väè¹inu ¹tudentov býva tento princíp µah¹ie prijateµný ne¾
princíp indukcie, predvedieme ako mo¾no princíp indukcie z neho dokáza». Dôkaz
princípu dobrého usporiadania z princípu indukcie prenechávame na rozmyslenie èi-
tateµovi.

Predpokladajme teda platnos» princípu dobrého usporiadania. Nech P je vlastnos»
taká, ¾e platí P (0) a (8n 2 N)(P (n) ) P (n + 1)). Oznaème A = fn 2 N ; :P (n)g.
Ak neplatí (8n 2 N)P (n), tak A 6= ;. Nech m je najmen¹í prvok mno¾iny A. Potom
zrejme m 6= 0 a m� 1 =2 A, teda platí P (m� 1). No keï¾e P (m� 1) ) P (m), platí
P (m), èi¾e m =2 A, èo je spor.

Z pedagogických dôvodov sa budeme (najmä spoèiatku) pri dôkazoch indukciou
odvoláva» rad¹ej na princíp dobrého usporiadania ne¾ na princíp indukcie, a tomu
tie¾ podriadime redakciu dôkazu.

Poznámka. (a) Niekedy je potrebné miesto poèiatoèného tvrdenia 1� osobitne dokáza»
niekoµko prvých tvrdení P (0); P (1); : : : ; P (k) a potom prejs» k dôkazu modi�kovaného
tvrdenia 2�, toti¾ (8n � k)(P (n) ) P (n+ 1)).

(b) Indukciou mo¾no dokazova» aj tvrdenia tvaru (8n � m)P (n), kde m je nejaké
pevné prirodzené èíslo. Staèí dokáza» mierne upravené verzie tvrdení 1� a 2�: P (m)
a (8n � m)(P (n) ) P (n+ 1)).

(c) Pri dôkaze indukciou mo¾no bod 2� nahradi» tvrdením

(8n 2 N)
�
(P (0) & : : : & P (n)) ) P (n+ 1)

�
:

Inak povedané, pri dôkaze záveru P (n+1) v bode 2� sa nemusíme opiera» len o pred-
poklad P (n), ale v prípade potreby mô¾eme ako predpoklady pou¾i» v¹etky pred-
chádzajúce tvrdenia P (0); : : : ; P (n). Takýto dôkaz indukciou sa vlastne riadi schémou

(8n 2 N)
�
(8 k < n)P (k) ) P (n)

�
) (8n 2 N)P (n):
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Rozmyslite si, jednak ako je predpoklad 1�, t. j. tvrdenie P (0), u¾ zahrnutý v pred-
poklade novej schémy pre n = 0, t. j. v tvrdení (8 k < 0)(P (k) ) P (0)), jednak
ako mo¾no transpozíciou uvedenej implikácie priamo dosta» matematickú formuláciu
princípu dobrého usporiadania.

0.8.2. Rekurzia. Princíp matematickej indukcie sa pou¾íva nielen na dôkazy tvrdení
o prirodzených èíslach. Mo¾no ho pou¾i» aj na kon¹trukciu rôznych, èi u¾ koneèných
alebo nekoneèných postupností. V takom prípade miesto indukcie budeme rad¹ej ho-
vori» o postupnosti de�novanej èi zostrojenej rekurziou.

Nech X je mno¾ina a F je zobrazenie, ktoré ka¾dej koneènej postupnosti, (usporia-
danej n-tici) (x1; : : : ; xn) prvkov z X (akejkoµvek då¾ky n 2 N) priradí nejaký prvok
F (x1; : : : ; xn) 2 X. Pomocou zobrazenia F mo¾no zostroji» nekoneènú postupnos»
(an)1n=0 prvkov z X tak, ¾e polo¾íme

a0 = F (;); an+1 = F (a0; a1; : : : ; an)

pre ka¾dé n 2 N . V takom prípade, hovoríme, ¾e postupnos» (an) je de�novaná
rekurziou pomocou zobrazenia F .

Druhú rovnos» mo¾no samozrejme zapísa» v tvare an = F (a0; a1; : : : ; an�1) pre
n > 0. Taktie¾ mo¾no de�níciu rekurziou obmedzi» len na nejaký poèiatoèný úsek
0; 1; : : : ; n mno¾iny prirodzených èísel a dosta» tak rekurziou koneènú postupnos»
(a0; a1; : : : ; an). Niekedy rekurziu zaèíname nie od nuly ale od jednotky, prípadne
od µubovoµného prirodzeného èísla k.

Prvým èlenom postupnosti (an) zostrojenej rekurziou pomocou zobrazenia F je
prvok a0 = F (;) 2 X. Ïal¹ie èleny potom vyzerajú takto: a1 = F (a0), a2 = F (a0; a1),
a3 = F (a0; a1; a2), : : : , an = F (a0; : : : ; an�1), F (n+ 1) = F (a0; : : : ; an), atï.

Najèastej¹ie sa stretáme s prípadom, keï sa pri rekurzívnej kon¹trukcii èlena an+1
nepou¾íva celá predchádzajúca èas» postupnosti (a0; : : : ; an) ale len jej posledný èlen
an. Napríklad v aritmetickej postupnosti reálnych èísel s poèiatoèným èlenom a0 a
diferenciou d platí an+1 = an+d; podobne rekurentný vz»ah pre geometrickú postup-
nos» reálnych èísel s poèiatoèným èlenom a0 a kvocientom q má tvar an+1 = qan.

Iným známym èíselným príkladom je tzv. Fibonacciho postupnos» (�n)1n=0, ktorej
rekurzívna de�nícia

�0 = �1 = 1; �n+2 = �n + �n+1

pou¾íva dva predchádzajúce èleny. Rozmyslite si, ako táto de�nícia zapadá do na¹ej
v¹eobecnej schémy.

0.8.3. Príklad. Bellove èísla sú de�nované rekurziou

B0 = 1; Bn+1 =
nX

k=0

�
n

k

�
Bk;

pri ktorej sa vyu¾ívajú v¹etky predchádzajúce èleny. (Pre istotu pripomíname, ¾e�
n
k

�
= n!

k!(n�k)! oznaèuje binomický koe�cient udávajúci poèet k-prvkových podmno¾ín
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n-prvkovej mno¾iny.) Vypoèítame niekoµko poèiatoèných hodnôt Bellových èísel:

B0 = 1; B1 =

�
0
0

�
B0 = 1; B2 =

�
1
0

�
B0 +

�
1
1

�
B1 = 2;

B3 =

�
2
0

�
B0 +

�
2
1

�
B1 +

�
2
2

�
B2 = 5;

B4 =

�
3
0

�
B0 +

�
3
1

�
B1 +

�
3
2

�
B2 +

�
3
3

�
B3 = 15;

B5 =

�
4
0

�
B0 +

�
4
1

�
B1 +

�
4
2

�
B2 +

�
4
3

�
B3 +

�
4
4

�
B4 = 52; : : :

Matematickou indukciou teraz doká¾eme, ¾e poèet v¹etkých rozkladov n-prvkovej
mno¾iny (teda aj ekvivalencií na n-prvkovej mno¾ine) je rovný èíslu Bn. Zrejme na
prázdnej mo¾ine existuje jediný rozklad R = ;. Predpokladajme teraz, ¾e pre ka¾dé
k � n existuje práve Bk rozkladov k-prvkovej mno¾iny. V¹etky rozklady (n + 1)-
prvkovej mno¾iny f0; 1; : : : ; ng mo¾no získa» nasledujúcim spôsobom:
(1) zvolíme si µubovoµné k � n a µubovoµnú k-prvkovú podmno¾inu A mno¾iny

f1; : : : ; ng { to pre dané k mo¾no urobi» práve
�
n
k

�
spôsobmi;

(2) vezmeme µubovoµný rozklad R mno¾iny A { ten podµa indukèného predpokladu
mo¾no vybra» práve Bk spôsobmi { a mno¾inu A0 = f0; 1; : : : ; ngr A pridáme
k pôvodnému rozkladu R.

Zrejme sme takto získali nejaký rozklad RA = R [ fA0g (n + 1)-prvkovej mno¾iny
f0; 1; : : : ; ng, prièom ka¾dý rozklad S mno¾iny f0; 1; : : : ; ng má tvar S = RA pre
jednoznaène urèenú dvojicu (R; A). V¹etkých rozkladov (n + 1)-prvkovej mno¾iny
teda je

Pn
k=0

�
n
k

�
Bk = Bn+1.


